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Introducdo

Na primeira parte do curso, vimos que a analise de um conjunto de dados por
meio de técnicas numéricas e graficas permite que tenhamos uma boa idéia
da distribuicdo desse conjunto. Em particular, a distribuicdo de freqiiéncias é
um instrumento importante para avaliarmos a variabilidade das observacdes
de um fenémeno aleatdrio. )
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A partir dessas freqiiéncias observadas podemos calcular medidas de posicdo
e variabilidade, como média, mediana, desvio padrdo etc. Em particular, as
freqliéncias (relativas) sdo estimativas de probabilidades de ocorréncias de
certos eventos de interesse.
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Com suposicdes adequadas, e sem observarmos diretamente o fendmeno
aleatério de interesse, podemos criar um modelo tedrico que reproduza de
maneira razoavel a distribuicio das freqiiéncias, quando o fenémeno é ob-
servado diretamente. Tais modelos sdo chamados modelos probabilisticos e
serdo objeto de estudo daqui para frente.
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Quando queremos definir probabilidade precisamos nos atentar para o que
sdo eventos aleatérios (do latim alea=sorte).
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Queremos estudar as freqiiéncias de ocorréncias das faces de um dado. Um
procedimento a adotar seria lancar o dado certo nimero de vezes, n, e depois
contar o nimero n; de vezes em que ocorre a face i,i = 1,2,---,6. As
propor¢des n;/n determinam a distribuicdo de freqiiéncias do experimento
realizado. Lancando o dado um ntmero n’(n" # n) de vezes, teriamos outra
distribuicdo de frequéncias, mas com um padrdo que esperamos ser muito
proximo do anterior.
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Para trabalhar com eventos aleatérios precisamos definir modelos probabi-
listicos. O modelo probabilistico pode ser construido por meio de premissas,
como se segue. Primeiro, observamos que sé podem ocorrer seis faces; a se-
gunda consideracdo que se faz é que o dado seja perfeitamente equilibrado,
de modo a n3o favorecer alguma face em particular. Com essas suposicdes,
cada face deve ocorrer o mesmo nimero de vezes quando o dado é lancado
n vezes, e, portanto, a propor¢do de ocorréncia de cada face deve ser 1/6.
Nessas condi¢des, o modelo tedrico (ou probabilistico) para o experimento
é dado na préoxima Tabela.
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tab F1. F2 F3 F4 F5 F6 | T
Face 1 2 3 4 5 6 |Total
Frequéncia Tedrica | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 1
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De um grupo de duas mulheres (M) e trés homens (H), uma pessoa sera
sorteada para presidir uma reunido. Queremos saber as probabilidades de
o presidente ser do sexo masculino ou feminino. Observamos que: (i) s6
existem duas possibilidades: ou a pessoa sorteada é do sexo masculino
(H) ou é do sexo feminino (M); (ii) supondo que o sorteio seja honesto
e que cada pessoa tenha igual chance de ser sorteada, teremos o modelo
probabilistico da proxima Tabela para o experimento.
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Sexo M

Total

Frequéncia Tedrica | 2/5

3/5
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Dos exemplos acima, verificamos que todo experimento ou fenémeno que
envolva um elemento casual terd seu modelo probabilistico especificado

quando estabelecermos:
@ Um espaco amostral, €2, que consiste, no caso discreto, da
enumeracdo (finita ou infinita) de todos os resultados possiveis do

experimento em questao:
Q= {w17w27"' 7wn7"'}

(os elementos de Q s3o os pontos amostrais ou eventos elementares);

Aula 8 Fernando de Souza Bastos https://maf105.github.io/ 12 / 39


https://maf105.github.io/

Dos exemplos acima, verificamos que todo experimento ou fenémeno que
envolva um elemento casual terd seu modelo probabilistico especificado
quando estabelecermos:
@ Um espaco amostral, €2, que consiste, no caso discreto, da
enumeracdo (finita ou infinita) de todos os resultados possiveis do
experimento em questao:

Q= {wi,wa -y}

(os elementos de Q s3o os pontos amostrais ou eventos elementares);

@ Uma probabilidade, P(w), para cada ponto amostral, de tal sorte que
seja possivel encontrar a probabilidade P(A) de qualquer subconjunto
A de Q, isto é, a probabilidade do que chamaremos de um evento
aleatoério.
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Lancamos uma moeda duas vezes. Se C indicar cara e R indicar coroa,
entdo um espaco amostral sera

Q = {wy,wo, w3, wy, }

em que w1 = (C, C),wr = (C,R),w3 = (R, C),ws = (R, R).
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Exemplo 4

Uma fabrica produz determinado artigo. Da linha de producdo sdo retirados
trés artigos, e cada um é classificado como bom (B) ou defeituoso (D). Um
espaco amostral do experimento é

Q = {BBB, BBD, BDB, DBB, DDB, DBD, BDD, DDDY}.

Se A designar o evento que consiste em obter dois artigos defeituosos, entdo
A= {DDB,DBD,BDD}.

v
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Considere o experimento que consiste em retirar uma |ampada de um lote
e medir seu “tempo de vida'antes de se queimar. Um espaco amostral
conveniente é

Q={teR:t>0}

isto é, o conjunto de todos os nameros reais ndo negativos. Se A indicar
o evento “o tempo de vida da |dampada é inferior a 20 horas", entdo A =
{t : 0 <t < 20}. Esse & um exemplo de um espago amostral continuo,
contrastado com os anteriores, que sdo discretos.
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Lembre-se que €2 é o conjunto de todos resultados possiveis. Um evento
A é qualquer subconjunto de €2, portanto, um evento, é um conjunto de
resultados possiveis. Lembre-se que o vazio () &€ subconjunto de qualquer
conjunto, em probabilidade, o vazio é conhecido como evento impossivel e
0 espaco 2 é conhecido como evento certo. Se w € Q, o evento {w} é dito
elementar (ou simples).
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@ Do espaco Q = {cara, coroa}, temos os eventos
0, A= {cara}, B = {coroa}, Q.
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@ Do espaco Q = {cara, coroa}, temos os eventos
0, A= {cara}, B = {coroa}, Q.

@ Em um lancamento de um dado, temos Q = {1,2,3,4,5,6}.
Podemos considerar os eventos
0,A=1{1,3,5},B ={1,2,3}, C = {5}, entre outros. Note que
neste caso podemos ter até 2° = 64 eventos distintos.
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Eventos Mutuamente Excludentes

Dois eventos sdo eventos mutuamente exclusivos se eles ndo podem ocorrer
ao mesmo tempo. Um exemplo disso é o lancamento de uma moeda,
o qual pode resultar em cara ou coroa, mas ndo ambos. Na teoria da
probabilidade, eventos Eq, Ey, - - - , E, sdo ditos mutuamente exclusivos se
a ocorréncia de um deles implica na ndo-ocorréncia dos restantes n — 1
eventos. Dessa forma, dois eventos mutuamente exclusivos ndo podem
acontecer simultaneamente. Formalmente, a interseccdo dos dois é vazia:
AN B = (). Em consequéncia disso, eventos mutuamente exclusivos tem a
propriedade: P(AN B) = 0.
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Relacdo entre evento e conjuntos

Um evento é essencialmente um conjunto, de forma que as relacées e resul-
tados da teoria de conjuntos podem ser usados para o estudo dos eventos.

@ A unido de dois eventos A e B, representada por AU B e lida "A

unido B" & o evento que consiste em todos os resultados que estdo
no evento A ou no B ou em ambos.
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Relacdo entre evento e conjuntos

Um evento é essencialmente um conjunto, de forma que as relacées e resul-
tados da teoria de conjuntos podem ser usados para o estudo dos eventos.

@ A unido de dois eventos A e B, representada por AU B e lida "A
unido B" & o evento que consiste em todos os resultados que estdo
no evento A ou no B ou em ambos.

@ A intersecao dos dois eventos A e B, representada por AN B e lida
“A intersecdo B", é o evento que consiste de todos os resultados que
estdo em ambos A e B.
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Relacdo entre evento e conjuntos

Um evento é essencialmente um conjunto, de forma que as relacées e resul-
tados da teoria de conjuntos podem ser usados para o estudo dos eventos.

@ A unido de dois eventos A e B, representada por AU B e lida "A
unido B" & o evento que consiste em todos os resultados que estdo
no evento A ou no B ou em ambos.

@ A intersecao dos dois eventos A e B, representada por AN B e lida
“A intersecdo B", é o evento que consiste de todos os resultados que
estdo em ambos A e B.

@ O complemento de um evento A, representado por A®, é o conjunto
de todos os resultados em €2 que ndo estdo contidos em A.
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@ A C B significa: A ocorréncia do evento A implica a ocorréncia do
evento B.
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@ A C B significa: A ocorréncia do evento A implica a ocorréncia do
evento B.

e AN B = () significa: A e B sdo mutuamente exclusivos ou
Incompativelis.
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Sejam A, B e C eventos aleatérios. ldentifique as seguintes equacdes e
frases.

(aJANBNC=AUBUC (i) Ae "B ou C" sdo incompativeis.
(b)ANBNC=A (ii) Os eventos A, B, C sio idénticos.
(cd)AUBUC=A (iii) A ocorréncia de A implica a de “B e C”
(dJ(AuUBUC)—(BUC)=A (iv) A ocorréncia de A decorre de “B ou C”
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Dados um experimento e um espaco amostral 2, o objetivo da probabilidade
é atribuir a cada evento A um nimero P(A), denominado probabilidade do
evento A, que fornecerda uma medida precisa da chance de ocorréncia de
A. Para assegurar que as atribuicdes de probabilidade sejam consistentes
com nossas nocdes intuitivas de probabilidade, todas as atribuicGes devem
satisfazer os axiomas a seguir (propriedades basicas) de probabilidade. Eles
sdo chamados axiomas de Kolmogorov.
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e Axioma 1: Para qualquer evento, A, P(A) > 0.
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e Axioma 1: Para qualquer evento, A, P(A) > 0.
e Axioma 2: P(Q2) = 1.
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e Axioma 1: Para qualquer evento, A, P(A) > 0.

e Axioma 2: P(Q2) = 1.

e Axioma 3: Se A1, Ay, --- , A, for um conjunto finito de eventos
mutuamente exclusivos, entdo

P(AUAU---UA,) =) P(A)
i=1
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e Axioma 1: Para qualquer evento, A, P(A) > 0.

e Axioma 2: P(Q2) = 1.

e Axioma 3: Se A1, Ay, --- , A, for um conjunto finito de eventos
mutuamente exclusivos, entdo

P(AUAU---UA,) =) P(A)
i=1

. / . .o .
e Axioma 3 : Se Aj, Ay, Az, - -+ for um conjunto infinito de eventos
mutuamente exclusivos, ent3o

oo

P(A1UA2UA3U"'):ZP(AI)
i=1
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Em muitos experimentos que consistem em N resultados, é razoavel atribuir
probabilidades iguais a todos os N eventos simples. Tais eventos incluem
exemplos ébvios, como lancamento de uma moeda; ou um dado n3o viciado
uma ou duas vezes (ou qualquer nimero fixo de vezes); ou selecionar uma
ou diversas cartas de um baralho de 52 cartas bem embaralhado. Com

p = P(E;) para cada i,

N 1

Z ZP—N*P:> p=r

=1 i=1

Isto é, se houver N resultados possiveis, a probabilidade atribuida a cada
um sera 1/N.
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Consideremos um evento A, com N(A) representando o nimero de resulta-
dos contidos em A. Entdo

PA)= > PE)= > %:%.

E; em A E; em A
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Quando dois dados sdo lancados separadamente, ha N = 36 resul-
tados. Se os dois dados forem justos, todos os 36 resultados se-

rdo igualmente provaveis, entdo P(E;) = % Dessa forma, o evento

A = {soma dos dois nimeros = 7} consistira em seis resultados
(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2) e (6,1). Assim,
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Qual a probabilidade de, em um grupo de 4 pessoas, haver alguma coinci-
déncia de signos?
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Qual a probabilidade de, em um grupo de 4 pessoas, haver alguma coinci-
déncia de signos?

Favoraveis B 12x 11 x10x 9 N

— ~ 0.57
Possiveis 12 x 12 x 12 x 12

P(Nao coincidencia) =

Logo,

P(coincidencia) = 0.43
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Coincidéncia dos aniversarios!
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Considerando o ano com 365 dias, podemos assumir que n < 365 primeira-
mente devemos definir o espaco amostral {2 que sera o conjunto de todas as
sequéncias formadas com as datas dos aniversarios (associamos cada data
a um dos 365 dias do ano):

Q={(1,1,---,1),(1,5,6,7,--- ,100),--- }

sua cardinalidade sera:

4#Q = 365"
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Definindo o evento:

A — pelo menos 2 alunos fazendo aniversario no mesmo dia em uma turma de tamanho n

Observa-se que € um evento complicado de se calcular. Uma pratica muito
comum na teoria das probabilidades é estudar o complementar do evento

de interesse, ou seja:

AC — nenhum dos alunos fazendo aniversario no mesmo dia em uma turma de tamanho n
Assim,
prac) — AT _ 35X 364x - x (365 -n+1) 365
#Q 365" ~3657(365 — n)!
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e a probabilidade de haver pelo menos dois alunos fazendo aniversario no
mesmo dia em uma turma de tamanho n é:
365!
3657(365 — n)!

P(A) = 1
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birthday=function(x){
a=1-exp(-(x72)/(2%365))
return(a)

+

birthday (23)

0.5155095
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birthday=function(x){
a=1-exp(-(x72)/(2%365))
return(a)

+

birthday (23)

0.5155095

birthday (50)
0.9674396
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birthday=function(x){
a=1-exp(-(x~2)/(2%365))
return(a)

+

birthday (23)

0.5155095

birthday (50)
0.9674396

birthday (80)
0.9998442
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Propriedades basicas

e P() =0, prove!
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Propriedades basicas

e P() =0, prove!
e P(A°) =1— P(A), prove!
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Propriedades basicas

e P() =0, prove!
e P(A°) =1— P(A), prove!
e P(A—B) = P(A) — P(AN B), provel!
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Propriedades basicas

P(0) = 0, prove!

P(A°) =1 — P(A), prove!

P(A— B) = P(A) — P(AN B), prove!

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), provel!
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Dados referentes a alunos matriculados em quatro cursos de uma universi-
dade em dado ano.

Sexo Homens Mulheres | Total
Curso (H) (F)
Matematica Pura (M) 70 40 110
Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computagdo (C) 20 10 30
Total 115 85 200
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Escolhendo um aluno ao acaso (e considerando que cada aluno tem a mesma
probabilidade de ser selecionado), definem-se os seguintes eventos:

@ M: estudante da Matematica Pura

@ A: estudante da Matematica Aplicada
o E: estudante da Estatistica

@ C: estudante da Computacdo

@ Ma: sexo Masculino

@ Fe: sexo Feminino
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110
o P(M) = %Oﬁ — 0.550
o P(A) = @ —0.150
o P(E) = @ = 0.150
o P(C) = Eﬁ: 0.150
o P(Ma) = 7o = 0575
o P(Fe) = 22 — 0425
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Utilizando o altimo exemplo, vamos definir como evento (/), escolher ao
acaso um aluno e ele ser estudante de estatistica do sexo masculino, simul-
taneamente.

10

Aula 8 Fernando de Souza Bastos https://maf105.github.io/ 37 /39


https://maf105.github.io/

Definimos agora como evento (U), escolher ao acaso um aluno e ele ser
estudante de estatistica ou sexo masculino.

P(E U Ma) = P(E) + P(Ma) — P(E N Ma)

Note que:
P(MU C) = P(M)+ P(C)
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Vamos considerar agora apenas o curso em que o aluno estd matriculado.
Entdo, os eventos M e { AU EU C} sdo chamados eventos complementares:

o {IMN{AUEUC}} =10
o IMU{AUEUC}} =Q
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