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Modelos Probabilisticos

Algumas variaveis aleatérias adaptam-se muito bem a uma série de pro-
blemas praticos. Portanto, um estudo pormenorizado dessas varidveis é de
grande importancia para a construcdo de modelos probabilisticos para si-
tuacGes reais e a conseqiiente estimacdo de seus pardmetros. Para algumas
dessas distribuicGes existem tabelas que facilitam o célculo de probabili-
dades, em funcdo de seus parametros. Nesta secdo iremos estudar alguns
desses modelos, procurando enfatizar as condicdes em que eles aparecem,
suas funcdes de probabilidade, parametros e como calcular probabilidades.

v
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Distribuicdo Uniforme Discreta

Este € o caso mais simples de v.a. discreta, em que cada valor possivel

ocorre com a mesma probabilidade.
Definicdo: A v.a. discreta X, assumindo os valores xq, - - - , Xk, tem dis-

tribuicdo uniforme se, e somente se,

P(X:xi):p(x,-):%, vV i=12-- k.
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E facil verificar que,

w k ZX'
:Eiz_;Xi’ Var(x)—— ZX k
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Figura: Distribuicdo uniforme discreta.
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Seja X a v.a. que indica o “niimero de pontos marcados na face superior de

um dado", quando ele é lancado. Obtemos na Tabela abaixo a distribuicio
de X.
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Notemos que
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Distribuicdo Bernoulli

Muitos experimentos sdo tais que os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica. Por exemplo:

@ uma moeda ¢é langada: o resultado ou é cara, ou ndo (ocorrendo,
entdo, coroa);
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Distribuicdo Bernoulli

Muitos experimentos sdo tais que os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica. Por exemplo:
@ uma moeda ¢é langada: o resultado ou é cara, ou ndo (ocorrendo,
entdo, coroa);
@ um dado é langado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo, entdo, uma
das faces 1, 2, 3, 4 ou 6);
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Distribuicdo Bernoulli

Muitos experimentos sdo tais que os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica. Por exemplo:

@ uma moeda ¢é langada: o resultado ou é cara, ou ndo (ocorrendo,
entdo, coroa);

@ um dado é langado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo, entdo, uma
das faces 1, 2, 3, 4 ou 6);

© uma peca é escolhida ao acaso de um lote contendo 500 pecas: essa
peca é defeituosa ou n3o;
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Distribuicdo Bernoulli

Muitos experimentos sdo tais que os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica. Por exemplo:

@ uma moeda ¢é langada: o resultado ou é cara, ou ndo (ocorrendo,
entdo, coroa);

@ um dado é langado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo, entdo, uma
das faces 1, 2, 3, 4 ou 6);

© uma peca é escolhida ao acaso de um lote contendo 500 pecas: essa
peca é defeituosa ou n3o;

@ uma pessoa escolhida ao acaso dentre 1.000 é ou n3o do sexo
masculino;
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Distribuicdo Bernoulli

Muitos experimentos sdo tais que os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica. Por exemplo:

@ uma moeda ¢é langada: o resultado ou é cara, ou ndo (ocorrendo,
entdo, coroa);

@ um dado é langado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo, entdo, uma
das faces 1, 2, 3, 4 ou 6);

uma peca é escolhida ao acaso de um lote contendo 500 pecas: essa
peca é defeituosa ou n3o;

o
@ uma pessoa escolhida ao acaso dentre 1.000 é ou n3o do sexo
masculino;

o

uma pessoa é escolhida ao acaso entre os moradores de uma cidade e
verifica-se se ela é favoravel ou ndo a um projeto municipal.
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Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de sucesso (cara,
face 5 etc.) ou fracasso (coroa, face diferente de 5 etc.). Essa terminologia
(sucesso e fracasso) sera usada freqlientemente.

Aula 10 Fernando de Souza Bastos https://ufvest.github.io/ 9/23


https://ufvest.github.io/

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de sucesso (cara,
face 5 etc.) ou fracasso (coroa, face diferente de 5 etc.). Essa terminologia
(sucesso e fracasso) sera usada freqlientemente.

Para cada experimento acima, podemos definir uma v.a. X, que assume
apenas dois valores: 1, se ocorrer sucesso, e 0, se ocorrer fracasso. Indi-
caremos por p a probabilidade de sucesso, isto é, P(sucesso) = P(S) =
p,0 < p<l1.
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Definicdo: A variavel aleatéria X, que assume apenas os valores 0 e 1,
com fungdo de probabilidade (x, p(x)) tal que

p(0)=P(X =0)=1-p,
p(1)=P(X =1)=p,

é chamada variavel aleatéria de Bernoulli.
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Definicdo: A variavel aleatéria X, que assume apenas os valores 0 e 1,
com fungdo de probabilidade (x, p(x)) tal que

p(0)=P(X =0)=1-p,
p(1)=P(X =1)=p,

é chamada variavel aleatéria de Bernoulli.

Observacao: Experimentos que resultam numa v.a. de Bernoulli sdo
chamados ensaios de Bernoulli. Usaremos a notacdo

X ~ Ber(p)

para indicar uma v.a. com distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p.
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Segue-se facilmente que

E(X)=p Var(X)=p—p*=p(l-p)

0, se x<0;
F(x)=4¢ 1—p, se 0<x<1;
1, se x>1.
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Figura: Distribuicdo de Bernoulli (a) f.p. (b) f.d.a.
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Distribuicido Binomial

Imagine, agora, que repetimos um ensaio de Bernoulli n vezes, ou, de ma-
neira alternativa, obtemos uma amostra de tamanho n de uma distribuicdo
de Bernoulli. Suponha ainda que as repeticGes sejam independentes, isto
é, o resultado de um ensaio n3o tem influéncia nenhuma no resultado de
qualquer outro ensaio. Uma amostra particular serd constituida de uma
seqiiéncia de sucessos e fracassos, ou, alternativamente, de uns e zeros.
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Distribuicido Binomial

Por exemplo, repetindo um ensaio de Bernoulli cinco vezes (n = 5), um
particular resultado pode ser FSSFS ou a quintupla ordenada (0,1,1,0,1).
Usando a notagdo P(S) = p, a probabilidade de tal amostra sera:

(1—p)pp(1 — p)p = p* = (1 —p°)

O nimero de sucessos nessa amostra é igual a 3, sendo 2 o nimero de
fracassos. )
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Distribuicido Binomial

Designamos por X o namero total de sucessos em n ensaios de Bernoulli,
com probabilidade de sucesso p,0 < p < 1. Os possiveis valores de X s3o
0,1,2,....,n e os pares (x,p(x)), onde p(x) = P(X = x), constituem a
chamada distribuicdo binomial.
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Distribuicido Binomial

Assim, numa seqiiéncia de n ensaios de Bernoulli, a probabilidade de
obter x sucessos (e portanto n — x fracassos), x = 0,1,2,....,n, com
P(S) = p,P(F) = 1—p = g, é dado por p*(1 — p)"* = p*q"",
devido & independéncia dos ensaios. Mas qualquer seqiiéncia com x su-
cessos e n — x fracassos terd a mesma probabilidade. Portanto resta saber
quantas seqiiéncias com a propriedade especificada podemos formar. E facil

ver que existem
n\ n!
x)  x!(n—x)

logo,
P(X =x) = (n) p g", x=0,1,2,...,n.
X
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Distribuicido Binomial

Se X tem distribuicdo binomial com pardmetros n e p, indicamos X ~
Bin(n, p). Nesse caso,

E(X) = np;
V(X) = np(1 - p)
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Distribuicido de Poisson

Dizemos que uma v.a. N tem uma distribuicdo de Poisson com pardmetro
A > 0 se,

exp (—A)\K
k!

Neste caso, E(N) = Var(N) = A; Logo, A representa o namero médio de

eventos ocorrendo no intervalo considerado. )

P(N:k): 7k:07172)"'7
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A distribuicdo de Poisson é largamente empregada quando se deseja contar
o nimero de eventos de certo tipo que ocorrem num intervalo de tempo,
ou superficie ou volume. S3o exemplos:

@ namero de chamadas recebidas por um telefone durante cinco
minutos;

@ namero de falhas de um computador num dia de operacio; e

@ numero de relatérios de acidentes enviados a uma companhia de
seguros numa semana.
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Um telefone recebe, em média, cinco chamadas por minuto. Supondo que a
distribuicdo de Poisson seja adequada nessa situacdo, obter a probabilidade
de que o telefone ndo receba chamadas durante um intervalo de um minuto.
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Um telefone recebe, em média, cinco chamadas por minuto. Supondo que a
distribuicdo de Poisson seja adequada nessa situacdo, obter a probabilidade
de que o telefone ndo receba chamadas durante um intervalo de um minuto.
Resolucao:

N ="Namero de chamadas por minuto"

Notemos que A = E(N) = 5, portanto:

5% exp (—5)
0!

P(N = 0) = — 0,0067.
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Por outro lado, se quisermos a probabilidade de obter no maximo duas cha-
madas em quatro minutos, teremos A = 20 chamadas em quatro minutos,
logo

P(N < 2) = P(N =0) + P(N = 1) + P(N = 2)

— exp (—20)(1 + 20 + 200)
= 221 exp (—20)
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Denotaremos uma v.a. N com distribuicdo de Poisson de pardmetro A por:

N ~ Poisson(\)
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Referéncias
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