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3.1 Př́ımý d̊ukaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1 Trocha historie

V matematice je stejně jako ve všech vědńıch oborech velmi zaj́ımavá his-
torie; jak se jednotlivé discipĺıny vyv́ıjely v čase a jaké byly motivace pro r̊uzné
objevy. Teorie množin je tak trochu výjimka, protože nemá počátky už v dávných
dobách antiky, ani ji neobjevilo v́ıce lid́ı nezávisle na sobě. Prvotńı myšlenka totiž
pocházela od jediného člověka, a sice Georga Cantora (1845–1918), který sv̊uj
prvńı článek o teorii množin publikoval roku 1874.

Cantor představil teorii množin jako zp̊usob, jak studovat nekonečné ob-
jekty. Matematici se ode vždycky nekonečna strašně báli a snažili se mu vyhýbat
jako čert kř́ıži, ale stejně na ně vždycky někde zase vykouklo. Cantor nejenom
ukázal, že nekonečné objekty je možné popsat, ale dokonce, že nekonečen je svým
zp̊usobem nekonečně mnoho r̊uzných druh̊u. Tohle bylo v té době neuvěřitelně
kontroverzńı, ale postupem času se s t́ım matematici smı́̌rili.

Daľśım d̊uvodem pro vznik teorie množin byla snaha sjednotit základy r̊uzných
matematických obor̊u. Matematika ve středověku a v raném novověku byla z
dnešńıho pohledu strašný chaos. Různá jej́ı odvětv́ı se vyv́ıjela zcela nezávisle
na sobě a neměla žádný společný teoretický základ. Ono to vlastně nevadilo,
protože např. teorii graf̊u můžete bez problémů studovat, aniž byste měli graf
definovaný množinově, stač́ı vám nějaká geometrická interpretace vrchol̊u spo-
jených hranami. Geometrická interpretace byla všude prominentńı, protože je
intuitivńı, velmi efektivńı a většinou funguje. A tady je zakopaný pes. Jednou z
nejd̊uležitěǰśıch discipĺın matematiky je takzvaná matematická analýza, která ve
své nejzákladněǰśı podstatě studuje chováńı funkćı jedné proměnné. Jej́ı počátky
sahaj́ı už do starověku, ale opravdu velké objevy v ńı se udály až v 17. stolet́ı.
Jedni z nejd̊uležitěǰśıch matematik̊u tohoto obdob́ı jsou Newton a Leibniz, kteř́ı
nezávisle na sobě vyvinuli infinitesimálńı počet. Ten využ́ıval nekonečně malých
hodnot a byl založený na geometrické interpretaci reálných č́ısel jako spojité
př́ımky. Leibniz svoje objevy publikoval roku 1684, zat́ımco Newton až v roce
1687. Newton byl ovšem velký tajn̊ustkář a kalkulus zřejmě vynalezl už v v le-
tech 1665-1666, když si pohrával s myšlenkou gravitace. Leibnize obvinil, že si
objev kalkulu přivlastnil a deśıtky let se s ńım handrkoval.

Všechno v analýze fungovalo naprosto perfektně až do roku 1872. Karl Weier-
strass tehdy publikoval článek, ve kterém představil tak odpornou funkci, že kom-
pletně rozbila všechno, co se do té doby v analýze objevilo. Tato funkce, v dnešńı
době známa jako Weierstrassova, je totiž spojitá všude, ale nikde nemá derivaci,
což kompletně rozb́ıj́ı jakoukoli geometrickou představu o funkćıch. Bylo tedy
potřeba všechno vybudovat od znovu, tentokrát pořádně a za použit́ı exaktńıch
struktur. Ne geometrické interpretace.

Matematici Bertrand Russell a Gottlob Frege chtěli pomoćı teorie množin
pořádně definovat č́ısla. Použ́ıváme je tak běžně a samozřejmě, že se nikdy neza-
mysĺıme nad t́ım, co vlastně jsou. Jejich myšlenka byla následuj́ıćı:

”
Co je esenćı

č́ısla 4? To, že vždy popisuje nějaké čtyři objekty.“ Dobře, tak prostě řekneme,
že č́ıslo 4 je nějaký soubor všech čtveřic objekt̊u. V teorii množin bychom řekli,
množina všech čtyř-prvkových množin. Ovšem okolo roku 1900 se ukázalo, že
tohle se také rozbije.

Matematici se ovšem nevzdali a během daľśıch přibližně dvaceli let vzniklo
něco, co dnes známe pod názvem ZFC. Jde o formálńı, axiomatickou teorii množin,
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kde nevznikaj́ı takové paradoxy jako v Cantorově p̊uvodńı, naivńı teorii množin.
Položit společný základ pro matematiku, se tedy nakonec přes všechny zádrhele

podařilo, protože v dnešńı době je v matematice všechno definované jako množina.
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2 Jazyk matematiky

Matematika se po stalet́ı popisovala téměř výhradně přirozeným jazykem.
Ještě v nějakém 15. stolet́ı prakticky neexistovala žádná matematická notace a
všechno se psalo slovně. Všechny tvrzeńı, d̊ukazy, rovnice atd. Fungovalo to, ale z
dnešńıho pohledu to bylo absurdně neefektivńı. Zdá se až neuvěřitelné, jak daleko
se matematici dokázali dostat pouze s přirozeným jazykem. Nicméně jak se kon-
cepty v matematice stávaly č́ım dál komplikovaněǰśı a matematický svět byl č́ım
dál propojeněǰśı, tak se postupem času vyvinul nějaký jazyk matematiky, který
nehovoř́ı ve slovech, ale ve speciálńıch symbolech. Samozřejmě to neznamená, že
se přirozený jazyk už nepouž́ıvá, potom by se v tom nikdo nevyznal. V této ka-
pitole si stručně představ́ıme jazyk matematiky, protože jej budeme v ostatńıch
kapitolách hojně využ́ıvat.

2.1 Logika

Nejprve si neformálně představ́ıme základńı pojmy výrokové a predikátové
logiky. Logika je věda o formálńı správnosti myšleńı. Formálně logická správnost
spoč́ıvá ve správnosti vyvozeńı závěru z předpoklad̊u.

• Výrok je jakékoli tvrzeńı, o němž má smysl ř́ıci, že plat́ı nebo že neplat́ı.
Např́ıklad

”
Venku prš́ı“ je výrok, ale

”
Prš́ı venku?“ výrok neńı.

– Tautologie je výrok, který je vždy pravdivý. Př́ıklad tautologie je

”
Venku prš́ı nebo venku neprš́ı.“

– Spor je výrok, který je vždy nepravdivý. Př́ıklad sporu je
”
Venku prš́ı

právě tehdy, když venku neprš́ı.“

• Negace ¬A výroku A je výrok
”
Neńı pravda, že plat́ı A.“

• Konjunkce A ∧B výrok̊u A a B je výrok
”
Plat́ı A i B.“

• Disjunkce A ∨B výrok̊u A a B je výrok
”
Plat́ı A nebo B.“

• Implikace A ⇒ B je výrok
”
Pokud plat́ı A, potom plat́ı i B.“ Výrok A je

postačuj́ıćı podmı́nkou pro platnost B a B je nutnou podmı́nkou pro
platnost A.

Pod́ıvejme se třeba na implikaci
”
Když prš́ı, tak je mokro.“ Mokro může být

i když neprš́ı, např́ıklad pokud někdo rozlije vodu, takže déšt’ je postačuj́ıćı
pro mokro. Na druhou stranu se nikdy nemžuže stát, že by pršelo, ale venku
nebylo mokro. Mokro je tedy nutné aby mohla být pravda, že prš́ı.

• Ekvivalence A⇔ B je výrok
”
Výrok A plat́ı tehdy a jen tehdy, když plat́ı

výrok B.“ Všimněme si, že výrok (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A) má stejný význam.

• Pravdivostńı hodnota výroku je 1, pokud je pravdivý, a 0, pokud neńı.

Zamysleme se nad pravdivostńı hodnotou složených výrok̊u. Aby byl výrok

”
Vánočka je sladká i měkká.“ pravdivý, tak vánočka muśı být sladká a
zároveň vánočka muśı být měkká. Na druhou stanu, pro splněńı tvrzeńı

”
Vánočka je sladká nebo měkká.“ stač́ı splnit libovolnou z těchto vlastnost́ı.
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Jediný př́ıpad, kdy implikace
”
Když prš́ı, tak je mokro“ neńı pravdivá, je,

když prš́ı, ale neńı mokro. Pokud neprš́ı, tak je jedno, jestli tam je nebo
neńı mokro, protože o tom tento výrok v̊ubec nehovoř́ı.

A ¬A
1 0
0 1

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Tabulka pravdivostńıch hodnot logických spojek.

• Logická formule1 je výraz φ(x1,x2, . . . xn), z něhož vznikne výrok t́ım, že
do něj dosad́ıme prvky x1 ∈ M1, . . . xn ∈ Mn z daných množin M1, . . .Mn.
Př́ıklad výrokové formule s jednou volnou proměnnou je třeba

φ(x) = x je kladné sudé č́ıslo.

Množinu si můžeme představovat jako nějakou skupinu objekt̊u, které maj́ı
nějakou společnou vlastnost; např́ıklad, že to jsou č́ısla. Zápis x ∈M znač́ı,
že x je prvkem množiny M.

• Nyńı necht’ φ(x), x ∈M je logická formule.

– Výrok
”
Pro všechna x ∈M plat́ı φ(x).“ zapisujeme jako

∀x ∈M : φ(x). Symbol ∀ se nazývá obecný kvantifikátor.

– Výrok
”
Existuje x ∈M , pro které plat́ı φ(x).“ zapisujeme jako

∃x ∈M : φ(x). Symbol ∃ se nazývá existenčńı kvantifikátor.

– Výrok
”
Existuje právě jedno x ∈M , pro které plat́ı φ(x).“

zapisujeme jako ∃!x ∈M : φ(x).

• Axiom je výrok, který považujeme za pravdivý a to, že je pravdivý, nedo-
kazujeme. Př́ıklad axiomu, který potkáme, je

”
Existuje prázdná množina.“

• Věta je zpravidla nějaký d̊uležitý výrok, který se snaž́ıme dokázat.

• Lemma je zpravidla pomocné tvrzeńı, které slouž́ı k d̊ukazu nějaké věty.

• Důkaz je proces, kdy se z axiomů a již dokázaných tvrzeńı snaž́ıme ukázat
pravdivost něčeho nového.

• Teorie2 je nějaká množina axiomů. Nyńı necht’ T je teorie. Výrok A je

1. pravdivý v T , pokud je jej možné dokázat z jej́ıch axiomů,

2. lživý, nepravdivý v T , pokud je v T pravdivá jeho negace,

3. nezávislý v T , pokud jej z axiomů T neńı možné dokázat ani vyvrátit.

To, že nějaký výrok neńı pravdivý, ještě neznamená, že je nepravdivý (lživý)!

1Také atomická formule, predikát nebo výroková forma.
2Pojem teorie je zde uvedený velmi zjednodušeně.
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• Teorie je sporná, pokud je v ńı pravdivý spor.

Uvědomme si, že pokud je teorie sporná, potom je něco v nepořádku s
jej́ımi axiomy. Protože pokud jsme v d̊ukazu tohoto sporu neudělali žádnou
chybu, potom je implikace

”
Konjunkce axiom̊u T ⇒ spor.“ pravdivá. Spor

je vždy nepravdivý, takže tato implikace je pravdivá pouze tehdy, když je

”
Konjunkce axiom̊u T“ nepravdivá. To znamená, že s naš́ı volbou axiomů
je něco fundamentálně špatně, protože jsme předpokládali, že jsou všechny
pravdivé.

Teorie množin, nemá v názvu slovo
”
teorie“ jen tak náhodou, ale protože to

opravdu je teorie. Nejprve si představ́ıme Cantorovu naivńı teorii množin, ale
ukáže se, že je sporná. Pokuśıme se jej́ı axiomy změnit, aby tento spor nemohl
vzniknout, což povede na Zermelovu-Fraenkelovu teorii množin. Neńı to ani zda-
leka jediná teorie množin, která se pokouš́ı opravit Cantorovu p̊uvodńı myšlenku,
ale je dneska asi nejrozš́ı̌reněǰśı.

2.2 Značeńı č́ıselných obor̊u

Následuje seznam běžného značeńı č́ıselných obor̊u.

N, N+ přirozená č́ısla: 0, 1, 2, 3, . . . a přirozená č́ısla bez nuly

[n] znač́ı množinu přirozených č́ısel od 1 do n.

Z celá č́ısla: 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .

Q racionálńı č́ısla neboli zlomky: 1,−2, 3
2
,−4

7
, . . .

R reálná č́ısla jsou zlomky spolu s iracionálńımi č́ısly jako π nebo
√
2.

R+, R+
0 kladná reálná č́ısla, nezáporná reálná č́ısla.

C komplexńı č́ısla jsou reálná č́ısla rozš́ı̌rená o imaginárńı jednotku i.

2.3 Dva druhy rovnosti

Dále budeme rozlǐsovat dva druhy rovnosti a dva druhy ekvivalence.

= je obyčejná rovnost určená k porovnáváńı věćı. Zápis x = 2 je logická
formule, která je splněná právě tehdy, když x je rovno dvojce.

:= je definičńı rovnost určená k definováńı věćı. Zápis x := 2 je přǐrazeńı
č́ısla 2 do proměnné x. Vlastně t́ım deklarujeme, že odted’ je x jen jiný
symbol pro dvojku.

⇔ je logická spojka ekvivalence určená k vyráběńı výrok̊u.

≡ je definičńı ekvivalence určená k definováńı nových vlastnost́ı. Zápis

”
x ∈ Z je super ≡ ∃n ∈ N : x = 2n.“ definuje novou vlastnost

”
být super“.

Podle této definice jsou sudá č́ısla super a lichá č́ısla nejsou super.
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2.4 Notace velkých operátor̊u

Vmatematice se často setkáme s velkými operátory, které slouž́ı k zpřehledněńı
zápisu. Např́ıklad sumace se znač́ı symbolem

∑
. Tato notace se většinou použ́ıvá

dvěma zp̊usoby. Bud’ jako suma přes všechna n od nějakého počátečńıho indexu
po koncový nebo jako suma přes všechny prvky nějaké množiny:

4∑
n=1

n2 = 12 + 22 + 32 + 42,
∑
k∈[n]

1

k2
=

1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2
.

Podobně
∏

znač́ı součin,
⋃

sjednoceńı a
⋂

pr̊unik. Pokud potřebujeme udělat
konjunkci nebo disjunkci mnoha výrok̊u, tak můžeme použ́ıt operátory

∧
a
∨
.

3 Důkazové techniky

Při dokazováńı vycháźıme z axiomů a již dokázaných tvrzeńı a snaž́ıme se
dokázat pravdivost něčeho nového. Nejd̊uležitěǰśı nástroj v arzenálu matema-
tika jsou právě d̊ukazové techniky, protože na r̊uzná tvrzeńı se často hod́ı r̊uzné
př́ıstupy. Neexistuje žádný univerzálńı zp̊usob, jak dokázat všechno, co bychom
chtěli. Důkaz je možné brát jako takovou hru pro dva hráče, kde se ten prvńı
snaž́ı přesvědčit toho druhého, že to tvrzeńı je pravdivé a ten druhý mu do toho
št’ourá. Takže ten druhý může kdykoli ukázat na kterýkoli krok d̊ukazu a ř́ıct

”
Tomuhle tak úplně nevěř́ım, to mi nepřijde triviálńı.“ a ten prvńı by měl umět
ten problémový krok rozepsat na ještě jednodušš́ı kroky. Konec d̊ukazu znač́ıme
symbolem .

3.1 Př́ımý d̊ukaz

I když to tak na prvńı pohled třeba nevypadá, tak vždy dokazujeme nějakou
implikaci P ⇒ T , kde P jsou předpoklady pro platnost T . Součást́ı předpoklad̊u
jsou i všechny axiomy naš́ı teorie. Pokud bychom potřebovali dokázat nějakou
ekvivalenci A ⇔ B, tak mı́sto ńı dokážeme dvě implikace A ⇒ B a B ⇒ A.
Př́ımý d̊ukaz nevyuž́ıvá žádné triky a vypadá následovně:

P =⇒ T1 =⇒ T2 =⇒ · · · =⇒ Tn =⇒ T.

Pokud jsme nikde během d̊ukazu neudělali chybu, tak jsou všechny tyto implikace
pravdivé. Takže pokud byly pravdivé naše předpoklady, tak muśı být pravdivá i
všechna tvrzeńı T1, . . . Tn a konečně i T .

Tvrzeńı. Pro všechna x, y ∈ R plat́ı |xy| ≤ x2 + y2.

Toto tvrzeńı bychom mohli přepsat na implikaci x, y ∈ R ⇒ |xy| ≤ x2 + y2.

D̊ukaz. Vı́me, že pro všechna a, b ∈ R plat́ı (a− b)2 ≥ 0. Takže speciálně plat́ı i

(|x| − |y|)2 ≥ 0 =⇒ 0 ≤ |x|2 − 2 |x| |y|+ |y|2 =⇒ 2 |xy| ≤ x2 + y2.

Současně plat́ı |xy| ≤ 2 |xy|, z čehož vyplývá |xy| ≤ x2 + y2.

k
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3.2 Důkaz sporem

Myšlenka d̊ukazu sporem je strašně jednoduchá. Řekněme, že se snaž́ıme
dokázat nějaký výrok A, ale nejde nám to. Tak si zkuśıme připustit, že možná
neplat́ı, začneme předpokládat platnost ¬A a ukážeme, že z toho plyne nějaký
spor. Pokud jsme během d̊ukazu neudělali žádnou chybu, tak máme pravdivou
implikaci ¬A⇒ 0. Z toho plyne, že výrok ¬A je nepravdivý, takže A je pravdivý.

Definice. Necht’ a, b ∈ Z. Pokud č́ıslo a celoč́ıselně děĺı b, potom ṕı̌seme a | b.
Formálně a | b ≡ ∃q ∈ Z : aq = b.

Definice. Nejvěťśı společný dělitel (NSD) č́ısel a, b ∈ Z je nejvěťśı takové n ∈ N,
že plat́ı (n | a) ∧ (n | b). Ṕı̌seme NSD(a, b) = n.

Definice. Čı́sla a, b ∈ Z jsou nesoudělná ≡ NSD(a, b) = 1; zlomek a
b
nelze zkrátit.

Lemma. Pro všechna n ∈ N taková, že
√
n ∈ Q, plat́ı, že

√
n ∈ N.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme
√
n /∈ N. Vı́me, že

√
n je nějaký kladný zlomek.

Proto existuj́ı nesoudělná č́ısla a, b ∈ N splňuj́ıćı

√
n =

a

b
=⇒ n =

a2

b2
.

Protože a a b jsou nesoudělná, tak jsou nesoudělná i a2 a b2. Nav́ıc n ∈ N, takže
muśı platit b2 = 1, tedy b = 1 a

√
n = a ∈ N. Ale předpokládali jsme, že

√
n /∈ N,

což je spor. Náš předpoklad tedy musel být špatný, z čehož plyne
√
n ∈ N.

k
Implikace NSD(a,b) = 1 ⇒ NSD(a2,b2) = 1 v̊ubec neńı tak samozřejmá, jak se
zprvu může zdát. Vyplyne až z vět o prvoč́ıslech, které dokážeme v sekci 3.5.

Úloha. Dokažte tuto implikaci sporem pomoćı základńı věty aritmetiky a Eukli-
dova lemmatu.

3.3 Důkaz obměnou

Obměna implikace A ⇒ B je výrok ¬B ⇒ ¬A. Všimněme si, že obměna
plat́ı právě tehdy, když plat́ı p̊uvodńı výrok. Takže mı́sto toho, abychom doka-
zovali

”
Když prš́ı, tak je mokro.“, tak dokážeme

”
Když neńı mokro, tak neprš́ı.“,

protože to třeba může být jednodušš́ı.

Věta. Pro všechna n ∈ N taková, že ∄k ∈ N : n = k2 plat́ı
√
n /∈ Q.

D̊ukaz. Tato věta tvrd́ı, že pokud n neńı druhou mocninou nějakého přirozeného
č́ısla, potom je

√
n iracionálńı. Dokázat toto tvrzeńı př́ımo nebo sporem by bylo

velmi obt́ıžné, proto zkuśıme vyslovit obměnu a mı́sto výroku

∄k ∈ N : n = k2 =⇒
√
n /∈ Q

se pokuśıme dokázat výrok
√
n ∈ Q =⇒ ∃k ∈ N : n = k2.

Protože
√
n ∈ Q a nav́ıc n ∈ N, tak nám předchoźı lemma garantuje, že

√
n ∈ N.

Čili hledané k je
√
n.

k
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D̊usledek. Pokud odmocnina přirozeného č́ısla neńı jiné přirozené č́ıslo, potom je
iracionálńı.

Poznámka. Pro n = 2 je tuto větu možné dokázat bez obměny, a sice sporem.

3.4 Důkaz matematickou indukćı

Matematická indukce nám umožňuje dokazovat některá tvrzeńı ve tvaru

∀n ∈ N, n ≥ n0 : φ(n),

kde n0 ∈ N a φ je nějaké logická formule s jednou volnou proměnnou. Myšlenka
indukce je taková, že mı́sto toho, abychom dokazovali platnost φ pro všechna
n najednou, tak to uděláme postupně. Nejprve ověř́ıme platnost φ(n0) a potom
dokážeme

∀n ∈ N, n ≥ n0 : φ(n) =⇒ φ(n+ 1).

Tomuto výroku se ř́ıká indukčńı hypotéza a platnost φ(n) nazýváme indukčńı
předpoklad. Takže pokud plat́ı φ(0), potom plat́ı i φ(1). A pokud plat́ı φ(1),
potom plat́ı i φ(2) atd. Pojd’me nyńı sporem dokázat, že matematická indukce
funguje.

Lemma. Pokud φ(n0) a nav́ıc ∀n ≥ n0 : φ(n) ⇒ φ(n+1), potom ∀n ≥ n0 : φ(n).

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že ∃n ≥ n0 : ¬φ(n). Označme k nejmenš́ı
takové n. Potom bud’ k = n0, což je spor s t́ım, že plat́ı φ(n0), nebo k > n0.
Vı́me, že implikace φ(k − 1) ⇒ φ(k) plat́ı a φ(k) neplat́ı. Aby toto mohla být
pravda, tak muśı φ(k − 1) také neplatit. To je ale spor s t́ım, že k je nejmenš́ı
takové n ≥ n0, že φ(n) neplat́ı.

k
Matematická indukce tedy funguje. Vyzkouš́ıme si ji na jednoduchém př́ıkladu.

Tvrzeńı. Pro všechna n ∈ N plat́ı 20 + 21 + 22 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1.

D̊ukaz. Nejprve si ověřme, že to plat́ı pro n = 0. Máme 20 = 21−1, což je pravda.
Nyńı pojd’me dokázat indukčńı hypotézu. Budeme dokazovat výrok

1 + 2 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1 =⇒ 1 + 2 + · · ·+ 2n + 2n+1 = 2n+2 − 1.

Podle indukčńıho předpokladu máme

(1 + 2 + · · ·+ 2n) + 2n+1 = (2n+1 − 1) + 2n+1 = 2 · 2n+1 − 1 = 2n+2 − 1.

Indukčńı hypotéza je tedy pravdivá, takže p̊uvodńı výrok je také pravdivý.
k

Tato forma matematické indukce většinou stač́ı, ale občas je potřeba použ́ıt
takzvanou silnou indukci.
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3.5 Důkaz silnou matematickou indukćı

Princip silné indukce je úplně stejný jako indukce obyčejné, ale má mnohem
silněǰśı indukčńı krok, konkrétně

∀n ∈ N, n ≥ n0 : (∀k ∈ N, n0 ≤ k ≤ n : φ(k)) =⇒ φ(n+ 1).

Takže mı́sto toho, abychom v indukčńım kroku předpokládali, že plat́ı pouze
φ(n), tak předpokládáme platnost všech doposud dokázaných výrok̊u.

Definice. Čı́slo n ∈ N je prvoč́ıslo ≡ n > 1 a nav́ıc n je dělitelné pouze jedničkou
a samo sebou. Prvńıch pár prvoč́ısel je 2, 3, 5, 7, 11, . . .

Tvrzeńı. Každé n ∈ N, n ≥ 2 je možné rozložit na součin prvoč́ısel.

D̊ukaz. Obyčejná indukce je na toto tvrzeńı krátká, protože rozklad č́ısla n nám
neř́ıká nic o rozkladu č́ısla n+ 1. Proto použijeme silnou indukci. Tvrzeńı zjevně
plat́ı pro n = 2. Nyńı předpokládejme, že jsme tvrzeńı již dokázali pro všechna k,
t.ž. 2 ≤ k < n pro nějaké dané n, a pokusme se naj́ıt prvoč́ıselný rozklad pro n.
Pokud je n prvoč́ıslo, potom n = n je hledaný rozklad. V opačném př́ıpadě existuj́ı
přirozená č́ısla a, b, t.ž. 2 ≤ a, b < n a n = a ·b. Podle indukčńıho předpokladu lze
a i b rozložit na součin prvoč́ısel. Součin těchto dvou součin̊u je hledaný rozklad
pro n.

k

Lemma (Euklidovo). Pokud nějaké prvoč́ıslo děĺı součin dvou celých č́ısel, potom
děĺı i některé z těchto č́ısel. Ekvivalentně: pokud neděĺı prvńı, pak děĺı druhé.

Euklidovo lemma je jedno z těch tvrzeńı, která vypadaj́ı strašně nevinně, ale v̊ubec
neńı snadné je dokázat. Nejprve si předvedeme intuitivńı, ale chybný d̊ukaz.

D̊ukaz. Je všeobecně známo, že každé č́ıslo lze jednoznačně rozložit na součin
prvoč́ısel. Takže pokud p | ab, potom p je některé z prvoč́ısel v rozkladu č́ısla ab.
Rozklad č́ısla ab je ovšem pouze součin rozklad̊u č́ısel a a b, takže p muśı být v
rozkladu některého z nich. Proto p | a nebo p | b.

k
Tento d̊ukaz je nefunguje, protože ačkoliv je tvrzeńı, že každé č́ıslo má jednoznačný
prvoč́ıselný rozklad pravdivé, tak vyplývá právě z Euklidova lemmatu. Takže
vlastně ř́ıkáme, že Euklidovo lemma plat́ı, protože plat́ı Euklidovo lemma.

My pomoćı silné indukce dokážeme trochu obecněǰśı verzi tohoto lemmatu.
Všimněme si, že prvoč́ıslo p neděĺı č́ıslo a právě tehdy, když NSD(p, a) = 1.

Lemma. Necht’ p, a, b ∈ Z. Pokud p | ab, ale NSD(p, a) = 1, potom p | b.

D̊ukaz. Př́ıpad ab = 0 je triviálńı, jelikož všechno děĺı nulu. Bez újmy na obecnosti
předpokládejme p, a, b > 0, tedy ab > 0. Tvrzeńı dokážeme silnou indukćı podle
ab. Základńı př́ıpad naš́ı indukce bude ab = 1 · 1. Nyńı předpokládejme, že jsme
tvrzeńı již dokázali pro všechny menš́ı hodnoty, než nějaké dané ab. Protože p | ab,
tak ∃n ∈ N : pn = ab. Mohou nastat tři př́ıpady.

1. Pokud p = a, potom p = 1, protože NSD(p, a) = 1. Takže určitě p | b.
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2. Pokud p < a, potom zkoumejme součin

p(n− b) = (a− p)b ⇐⇒ pn− pb = ab− pb ⇐⇒ pn = ab.

Zřejmě p | (a − p)b. Označme d := NSD(p, a − p). Určitě d | (p + (a − p)),
takže d | a. Nav́ıc d | p, ale NSD(p, a) = 1, z čehož plyne d = 1. Takže
NSD(p, a − p) = 1 a protože 1 ≤ (a − p)b < ab, tak z indukčńı hypotézy
v́ıme, že p | b.

3. Pokud p > a, tak obdobně zkoumejme součin

(p− a)n = a(b− n) ⇐⇒ pn− an = ab− an ⇐⇒ pn = ab.

Zřejmě (p− a) | a(b− n). Ze stejné argumentace jako v př́ıpadě 2. vyplývá
NSD(p − a, a) = 1 a protože 1 ≤ a(b − n) < ab, tak z indukčńı hypotézy
máme (p − a) | (b − n). Tedy ∃k ∈ N : b − n = k(p − a). Dosazeńım do
rovnice výše źıskáme

(p− a)n = ak(p− a) =⇒ n = ak =⇒ ab = pn = pak =⇒ b = pk.

Jelikož b = pk pro nějaké k ∈ N, tak p | b.

Ve všech př́ıpadech jsme dospěli k závěru p | b, což dokazuje indukčńı hypotézu
a tedy i celé tvrzeńı.

k

Věta (Základńı věta aritmetiky). Prvoč́ıselný rozklad je až na pořad́ı činitel̊u
vždy jednoznačný.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje nějaké č́ıslo se dvěma r̊uznými roz-
klady. Označme n nejmenš́ı takové č́ıslo; tedy n = p1p2 · · · pj = q1q2 · · · qk. Protože
p1 | n, tak p1 | (q1 · · · qk) a podle Euklidova lemmatu p1 | qi pro nějaké i. Jelikož
nezálež́ı na pořad́ı činitel̊u, tak bez újmy na obecnosti bud’ qi = q1. Poněvadž
p1 i q1 jsou prvoč́ısla, tak p1 = q1, takže p2 · · · pj = q2 · · · qk, což nám dává dva
r̊uzné rozklady pro nějaké č́ıslo menš́ı než n, a to je spor s minimalitou n.

k
Na tento d̊uležitý poznatek ještě naraźıme. Je také mimochodem t́ım d̊uvodem,
proč nechceme, aby jednička byla prvoč́ıslem. Protože potom by např́ıklad 2 · 3 a
1 · 2 · 3 byly dva r̊uzné rozklady č́ısla 6.

Poznámka. Základńı větu aritmetiky lze dokázat i bez Euklidova lemmatu, takže
kdybychom to udělali, tak by ten chybný d̊ukaz Euklidova lemmatu uvedený výše
fungoval.
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4 Naivńı teorie množin

Pojmem
”
naivńı teorie“ mysĺıme teorii, která neńı formálně popsaná, tedy

neńı jasné, jaké má axiomy. Mı́sto toho se na jej́ı popis použ́ıvá přirozený jazyk.
Na množiny se d́ıvá jako na soubory (kolekce) libovolných

”
věćı“. Tento př́ıstup

je velmi intuitivńı a v naprosté většině př́ıpad̊u zcela dostačuj́ıćı. Běžně v mate-
matice pohĺıž́ıme na množiny t́ımto naivńım zp̊usobem a ničemu to nevad́ı. Ale
ukáže se, že to občas vede k paradox̊um. Cantor také svoji teorii formuloval t́ımto

”
naivńım“ zp̊usobem.

4.1 Co je to množina?

Původńı myšlenka byla, že množina může obsahovat úplně cokoliv, co si
dokážeme představit. Nejsou v̊ubec žádná omezeńı. Nejjednodušš́ı zp̊usob jak
vyrobit nějakou množinu je výčtem jej́ıch prvk̊u. Např́ıklad

{1, 2, 3}, {pes, kočka }, {mladý, starý, krásný, dlouhý }.

To ale neńı moc zaj́ımavé. Daľśı zp̊usob, jak popsat, co by v naš́ı množině mělo
být, je specifikovat nějakou charakteristickou vlastnost všech jej́ıch prvk̊u. Pro
to použ́ıváme zápis ve tvaru {x |φ(x)}. Znamená, že chceme vytvořit množinu,
která bude obsahovat všechny

”
věci“, které splňuj́ı logickou formuli φ. Např́ıklad

{x |x je prvoč́ıslo }, {x |x je pes }, {x |x je lidská vlastnost }.

Potom množina {x |x je pes } je množina všech ps̊u. Pokud máte psa, potom
je v této množině. Hurv́ınk̊uv pes Žeryk je také v této množině, přestože ve
skutečnosti neexistuje. Pokud naše množina neobsahuje žádné prvky, potom ji
nazýváme prázdnou a znač́ıme ji ∅. Množiny samozřejmě mnohou obsahovat i
jiné množiny. Např́ıklad

{x |x je množina obsahuj́ıćı právě čtyři prvky }

je množina všech čtyř-prvkových množin. Dokonce můžeme vyrobit množinu
všech množin jako {x |x je množina }. Je vidět, že tento zápis je velmi mocný.

Dále bychom si měli ujasnit, kdy jsou dvě množiny identické. Zálež́ı nám pouze
na tom, které věci v dané množině jsou, pořad́ı ani počet opakováńı těchto věćı
pro nás nejsou d̊uležité. Takže množiny

{1, {2}}, {{2}, 1}, {1, {2}, {2}}, {1, {2}, {2, 2}}

jsou všechny identické. Počtem prvk̊u množiny mysĺıme počet unikátńıch prvk̊u.
Takže všechny tyto množiny maj́ı právě dva prvky, a sice 1 a {2}.

Přestože Cantor svoji teorii nikdy nepředvedl do axiomů, tak my si můžeme
představovat, že má jeden jediný axiom, který ř́ıká, že všechno je množina.

Axiom. Pro každou logickou formuli φ(x) existuje množina {x |φ(x)}.

Správně bychom měli ještě přidat nějaký axiom hovoř́ıćı o identitě dvou
množin, ale to prozat́ım zameteme pod koberec a budeme identitu vńımat tak,
jak jsme si ji definovali výše.
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4.2 Operace s množinami

Množiny určitě budeme cht́ıt umět sjednocovat, d́ıvat se které prvky maj́ı
společné a nějak je porovnávat. Pojd’me to nadefinovat pořádně.

Definice. Množina A je podmnožinou množiny B ≡ ∀x ∈ A : x ∈ B.
Tento vztah zapisujeme jako A ⊆ B.

Ukázka. {1, 2} ⊆ {1, 2, 3}, ale {4} ⊈ {1, 2, 3}, protože 4 /∈ {1, 2, 3}. Všimněme
si, že každá množina je svoj́ı vlastńı podmnožinou a že prázdná množina ∅ je
podmnožinou každé množiny. Tedy, pro každou množinu A plat́ı ∅ ⊆ A a A ⊆ A.

Pozorováńı. Pokud A ⊆ B i B ⊆ A, potom A = B.

Definice. Potenčńı množina množiny A je množina všech jej́ıch podmnožin

P(A) := {x |x ⊆ A}.

Potenčńı množinu budeme značit jako P(A), ale někdy se použ́ıvá i značeńı 2A.

Ukázka. P({1, 2, 3}) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Definice. Sjednoceńı množin A a B je množina A ∪B := {x |x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Ukázka. {1, 2} ∪ {3, 4} = {1, 2, 3, 4} a {1, 2} ∪ {1, 4} = {1, 2, 4}.

Definice. Pr̊unik množin A a B je množina A ∩B := {x |x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Ukázka. {1, 2} ∩ {3, 4} = ∅ a {1, 2} ∩ {1, 4} = {1}.
Dobrá mnemotechnická pomůcka pro zapamatováńı si, který oblouček zna-

mená co je následuj́ıćı. ∪ ∼ ∨ a ∩ ∼ ∧.

4.3 Přirozená č́ısla v naivńı teorii množin

Zdroje: [2] a [4].
Emanuel Kant – Matematika je konstruktem lidské mysli.
Russell a Frege – Matematika je objektivńı, je to odvětv́ı logiky

Frege založil predikátovou logiku ve své knize Begriffsschrift roku 1879. Po-
kusil se popsat všechny koncepty aritmetiky pomoćı logiky a teorie množin, roku
1893 prvńı vydáńı. Frege a Russell chtěli definovat přirozená č́ısla jako množiny.
Č́ıslo n by byla množina všech n-prvkových množin.

Druhé vydáńı mělo vyj́ıt roku 1903, ale Russel mu roku 1902 poslal dopis,
kde představil paradox, který bylo možné sestrojit ve Fregově systému. Fregem
to otřáslo a v dodatku této knihy napsal

Hardly anything more unfortunate can befall a scientific writer than
to have one of the foundations of his edifice shaken after the work
is finished. This was the position I was placed in by a letter of Mr.
Bertrand Russell, just when the printing of this volume was nearing
its completion.

Russel nakonec Fregu přesvědčil, že problém neńı v jeho logice, ale v teorii
množin.
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4.4 Russel̊uv paradox

Russell̊uv paradox, také známý jako paradox holiče, zńı následovně:
”
Holič

hoĺı všechny muže ve městě, kteř́ı nehoĺı sami sebe. Kdo hoĺı holiče?“. Pokud
holiče hoĺı holič, potom holič hoĺı sám sebe, takže holiče holič nehoĺı. Naopak,
pokud holiče nehoĺı holič, potom holič nehoĺı sám sebe, takže jej hoĺı holič. V obou
př́ıpadech jsme dospěli k logickému paradoxu. Matematicky můžeme Russell̊uv
paradox vyjádřit pomoćı krotkých a divokých množin.

Definice. Množina M je

1. krotká ≡ M /∈M ; tedy M neobsahuje sama sebe jako prvek.

2. divoká ≡ M ∈M ; tedy M obsahuje sama sebe jako prvek.

Např́ıklad množina všech zv́ıřat je krotká, protože to je množina a ne zv́ı̌re. Na
druhou stranu, množina všech věćı, které nejsou čajové ľzičky je divoká. Tato
množina totiž obsahuje úplně všechno, co neńı čajová lžička. Je to množina,
takže to neńı čajová lžička, proto obsahuje sama sebe. Množina všech věćı, na
které právě mysĺım je většinou krotká, ale právě ted’, když ṕı̌su tuto větu, je
divoká. Pod́ıvejme se na množinu všech krotkých množin M := {x |x je krotká }.
Je krotká nebo divoká?

• Pokud je krotká, potom splňuje definičńı podmı́nkuM , tedyM ∈M , takže
je divoká.

• Pokud je divoká, potom nesplňuje definičńı podmı́nku M , tedy M /∈ M ,
takže je krotká.

Tato množina je krotká právě tehdy, když je divoká, což je spor. Z toho vyplývá,
že naivńı teorie množin je sporná a muśı být něco špatně s předpokladem, že
existuj́ı úplně všechny množiny.

Russell̊uv paradox jako prvńı zřejmě objevil matematik Ernst Zermelo v roce
1899, ale své zjǐstěńı nezveřejnil. Publikoval ho až Russell v roce 1901. Návrh prvńı
axiomatické teorie, která se tomuto paradoxu snažila vyhnout, přǐsel od Zermela
roku 1908. Matematik Abraham Fraenkel ovšem roku 1921 poukázal na to, že v
Zermelově teorii neńı možné dokázat existenci některých množin, jejichž existenci
většina tehdeǰśıch množinových teoretik̊u považovala za samozřejmou. Následuj́ıćı
rok navrhl úpravu axiomů této teorie, č́ımž vznikla dnes velmi rozš́ı̌rená Zermelo-
Fraenkelova teorie množin (ZF).

Daľśı známý paradox v naivńı teorii množin se týká množiny všech množin.
Předpokládáme, že existuje úplně libovolná množina, takže existuje i množina
všech množin. Později ovšem dokážeme, že množina všech množin neexistuje.
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5 Zermelo-Fraenkelova teorie množin

Zdroje: [3], [5] a [1].
Až doposud mohly množiny obsahovat libovolné

”
věci“ a vlastně jsme nijak

nespecifikovali, co přesně jsou tyto věci zač. V axiomatické teorii množin existuj́ı
pouze ty objekty, jejichž existence vyplývá z axiomů dané teorii. Axiomy ZF
nám garantuj́ı existenci prázdné množiny a poskytuj́ı nám několik zp̊usob̊u jak z
již existuj́ıćıch množin vyrábět nové. Jinými slovy – všechno je množina. Každý
prvek každé množiny je jen nějaká jiná množina.

5.1 Množiny a tř́ıdy

Jak jsme již konstatovali (a jak dokážeme), množina všech množin neexistuje.
Ale chtěli bychom aby existovalo něco podobného, protože občas chceme mluvit
o kolekci všech objekt̊u, které něco splňuj́ı, přestože to už neńı množina. Proto
se zavád́ı pojem tř́ıda. V naivńı teorii množin je tř́ıda a množina jedno a totéž.
Pokud omeźıme co všechno může být množinou, tak se náš svět rozděĺı.

• Množiny – někam nálež́ı

• Tř́ıdy – něco nálež́ı do nich

Všimněme si, že každá množina je zároveň i tř́ıdou. Opačně to ale platit nemuśı,
např́ıklad tř́ıda všech množin neńı množinou. Takové tř́ıdě, ř́ıkáme vlastńı tř́ıda.
Uvědomme si, že tento koncept neumožňuje zrekonstruovat Russell̊uv paradox,
jelikož tř́ıda všech krotkých tř́ıd zjevně neexistuje. Tř́ıdy totiž nemohou nikam
náležet, věci pouze nálež́ı do nich.

5.2 Co je to teorie?

Problém: Pro definováńı logiky prvńıho řádu potřebujeme množiny, ale pro
vyjádřeni teorie množin potřebujeme logiku prvńıho řádu.

Řešeńı: Většina koncept̊u logiky stoj́ı na řetězćıch znak̊u přirozeného jazyka.
Např́ıklad relace se daj́ı definovat i bez množin. Jazyk je seznam symbol̊u, které
smı́me použ́ıvat. Formule jsou nápisy v nějakém jazyce, které se tvoř́ı podle
určitých pravidel. Teorie je opět nějaký seznam nápis̊u. V teorii můžeme doka-
zovat tvrzeńı, protože to jsou zase jen daľśı nápisy. Axiomy teorie určuj́ı chováńı
relačńıch a funkčńıch symbol̊u toho jazyka. Kdybychom chtěli nějaký konkrétńı
model té teorie, tak už potřebujeme množiny.

Když jsme si v kapitole o jazyku matematiky představovali některé pojmy
z logiky, tak jsme letmo zmı́nili o pojem teorie. Řekli jsme, že teorie je nějaká
množina axiomů a většinu detail̊u jsme zametli pod koberec. Pojd’me si nyńı
pojem teorie představit trochu exaktněji. Pro daľśı práci s množinami to nebude
př́ılǐs podstatné, ale může to změnit náš pohled na význam axiomů, které se
rozhodneme do naš́ı teorii přidat.

• Signatura je dvojice 〈R,F〉, kde R je seznam relačńıch symbol̊u a F je
seznam funkčńıch symbol̊u spolu s jejich aritami. Funkćım arity 0 ř́ıkáme
konstanty. Symbol ‘=’ je rezervovaný pro rovnost. Signatura množin obsa-
huje pouze jediný relačńı symbol a vypadá takto: 〈∈〉. Signatura je tedy
pouze nějaký nápis.
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• Struktura v signatuře 〈R,F〉 je trojice 〈A,RA,FA〉, kde A je nějaká
neprázdná tř́ıda, ř́ıkáme j́ı doména nebo univerzum této struktury. RA a
FA jsou množiny konkrétńıch relaćı a funkćı, které realizuj́ı symboly od-
pov́ıdaj́ıćı signatury. Takže struktura je nějaká konkrétńı

”
implementace“

signatury, pro jej́ıž popsáńı už potřebujeme množiny.

• Jazyk je seznam symbol̊u, ze kterých budeme moci stavět výroky, a vzta-
huje k nějaké konkrétńı signatuře. Jazyk potom obsahuje relačńı a funkčńı
symboly této signatury. Dále muśıme přidat informaci, zda to je jazyk s
rovnost́ı nebo ne. V jazyku s rovnost́ı můžeme použ́ıvat symbol ‘=’, který
vyjadřuje identitu prvk̊u z domény nějaké konkrétńı struktury dané signa-
tury. V každém jazyce (nezávisle na signatuře) jsou také symboly, které nám
umožňuj́ı vytvářet logické formule. To znamená např́ıklad symboly pro lo-
gické spojky (¬, ∧ , ∨ ,⇒ ,⇔), kvantifikátory (∀,∃), proměnné (x, y, z, . . . )
a závorky ‘(’ a ‘)’.

Pokud jazyk obsahuje rovnost, tak nám opravdu umožňuje rozhodnout,
zda jsou dva prvky v nějaké konkrétńı struktuře identické. Pokud bychom
si vzali jazyk bez rovnosti, který by měl relačńı symbol ‘=R’ (symbol ‘=’ je
rezervovaný pro skutečnou rovnost) a nadefinovali jsme pomoćı něj identitu
dvou prvk̊u, tak by se to chovali jinak. Podrobněji tento rozd́ıl uvid́ıme u
axiomu extenzionality.

Jazyk teorie množin je 〈∈〉 s rovnost́ı, kde ‘∈’ je binárńı relačńı symbol.

• L-formule je nějaký nápis ze symbol̊u jazyka L splňuj́ıćı určitá pravidla.
Tyto pravidla zajǐst’uj́ı, že formule dávaj́ı dobrý logický smysl. Např́ıklad,
pokud je φ formule, potom je (¬φ) také formule.

• Teorie jazyka L je seznam L-formuĺı, kterým ř́ıkáme axiomy. V teorii
můžeme z axiomů dokazovat pravdivost jiných L-formuĺı.

Model teorie T je libovolná struktura jazyka L, která splňuje všechny axi-
omy T . Je to nějaká konkrétńı realizace té teorie. Protože všechno co jsme v
T dokázali vyplývá z axiomů, tak to plat́ı i v každém modelu T . Čili doka-
zovat věci v T můžeme bez množin, ale abychom se mohli bavit o nějakém
konkrétńım modelu T , tak množiny potřebujeme.

Daľśı př́ıklad teorie, se kterou se ještě setkáme je teorie reálných č́ısel. Po
zhrouceńı geometrické interpretace matematické analýzy bylo potřeba vymyslet
nějaký formálńı systém, ve kterém by se všechno dokazovalo. Matematici sepsali
seznam vlastnost́ı, která chtěj́ı aby reálná č́ısla měla (axiomy) a na základě těchto
vlastnost́ı dokazuj́ı všechno ostatńı. Signatura reálných č́ısel je stejná jako každého
jiného uspořádaného tělesa, tedy 〈+,− ,0, · ,1, ≤〉, kde + a · jsou binárńı funkčńı
symboly, − je unárńı funkčńı, 0 a 1 jsou konstantńı symboly a ≤ je binárńı relačńı
symbol. Axiomy reálných č́ısel zajǐst’uj́ı, že symboly +, −, · a ≤ se chovaj́ı tak,
jak bychom čekali; např. x+ y = y + x nebo x < y ⇒ x+ z < y + z. A posledńı,
nejd̊uležitěǰśı axiom ř́ıká, že každá neprázdná, shora ohraničená podmnožina
reálných č́ısel má nejmenš́ı horńı hranici, které ř́ıkáme supremum. Této vlast-
nosti se ř́ıká úplnost a zlomky ji nemaj́ı. V kapitole o d̊ukazových technikách
jsme dokázali, že mnoho odmocnin přirozených č́ısel neńı racionálńıch, takže ra-
cionálńı č́ısla jsou

”
děravá“.
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Všechno o reálných č́ıslech se tedy dokazuje z těchto axiomů a vlastńı
”
imple-

mentace“ neńı d̊uležitá.

5.3 Axiomy ZF

5.3.1 Axiom extenzionality

Axiom 1. Množina neńı dána nič́ım jiným než svými prvky.

(∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y) =⇒ x = y.

Česky. Pokud pro množiny x a y plat́ı, že každá množina z je prvkem x, právě
tehdy, když je prvkem y, potom x je stejná jako y.

Je d̊uležité zmı́nit, že toto neńı definice identity dvou množin. Muśıme vńımat
odděleně dva koncepty. Prvńı koncept je naše teorie, ve které můžeme dokazovat
r̊uzná pravdivá tvrzeńı. Je to něco zcela abstraktńıho. Druhý koncept je nějaká
konkrétńı

”
implementace“ (model) této teorie. Symbol ‘=’ hovoř́ı o identitě ob-

jekt̊u, které poskytne ta konkrétńı implementace. My
”
zevnitř“ naš́ı teorie v̊ubec

netuš́ıme, jak by tato implementace mohla vypadat. Ale máme
”
zvenč́ı“ poskyt-

nutý symbol =, který smı́me použ́ıvat. Každá implementaci
”
v́ı“, co tento symbol

znamená. Ale nev́ı, co znamená symbol ∈. Axiomy jsou nějaké požadavky, které
muśı každý model splňovat. Takže tento axiom neńı definice identity dvou množin,
protože identita je koncept, který je odtržený od teorie a př́ısluš́ı až konkrétńımu
modelu. Tento axiom vyjadřuje vztah symbolu ∈ a identity a každý model bude
muset tento požadavek splnit. K této myšlence se ještě vrát́ıme.

Opačná implikace,

x = y =⇒ (∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y),

plat́ı také, ale neńı součást́ı axiomu extenzionality, protože vlastně ř́ıká

(∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ x),

což plat́ı pro libovolnou implementaci symbolu ∈.

5.3.2 Axiom prázdné množiny

Axiom 2. Existuje prázdná množina, kterou budeme značit ∅.

(∃∅)(∀x : x /∈ ∅).

Česky. Existuje množina ∅ t.ž. každá množina x neńı prvkem množiny ∅.

5.3.3 Axiom dvojice

Axiom 3. Pro každou dvojici množin x a y existuje množina d, která obsahuje
právě x a y. Množinu d znač́ıme jako {x, y}.

(∀x, y)(∃d) : (∀z)(z ∈ d⇔ (z = x ∨ z = y)).

Česky. Pro libovolnou dvojici množin x a y existuje množina d t.ž. libovolná
množina z je prvkem d právě tehdy, když z = x nebo z = y.

Tento axiom zaručuje i existenci jednoprvkových množin {x} = {x, x}.
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5.3.4 Axiom sumy

Axiom 4. Pro každou množinu x existuje množina s, která je sjednoceńım všech
množin uvnitř x. Této množině ř́ıkáme suma množina x a znač́ıme ji

⋃
x.

(∀x)(∃s) : (∀z)(z ∈ s⇔ (∃y ∈ x : z ∈ y)).

Česky. Pro každou množinu x existuje množina s t.ž. libovolná množina z je
prvkem s právě tehdy, když množina x obsahuje nějakou množinu obsahuj́ıćı z.

Nyńı můžeme pomoćı kombinace axiomu sumy a axiomu dvojice definovat
sjednoceńı dvou množin a libovolně velkou konečnou množinu danou výčtem.

Definice 1. Sjednoceńı množin x a y definujeme jako x ∪ y :=
⋃
{x, y}.

Definice 2. Množiny {x1} a {x1, x2} jsou garantované axiomem dvojice. Množinu
{x1, x2, . . . xn} definujeme induktivně jako {x1, x2, . . . xn−1} ∪ {xn}.

Ukázka.
⋃{

{x1}, {x1, x2}, {x2, x3}
}
= {x1, x2, x3},

⋃
∅ = ∅.

5.3.5 Schéma axiomů specifikace

Schéma znamená, že se nejedná o jeden konkrétńı axiom, ale o nekonečně
mnoho r̊uzných axiomů, které maj́ı všechny stejnou strukturu. V tomto př́ıpadě
je možné za φ(z) dosadit libovolnou formuli, která neobsahuje symbol y.

Axiom 5. Pokud je x množina a φ(z) formule, potom existuje množina všech
prvk̊u z množiny x, které splňuj́ı φ. Tuto množinu znač́ıme {z ∈ x |φ(z)}.

(∀x)(∃y) : (∀z)
(
z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∧ φ(z))

)
.

Česky. Pro každou množinu x existuje množina y t.ž. libovolná množina z je
prvkem y právě tehdy, když z je prvkem x a nav́ıc z splňuje formuli φ.

Všimněme si, že schéma axiomů specifikace nám nedovoluje vyrobit množinu
všech množin nebo množinu všech krotkých množin, protože neumožňuje kon-
strukce typu {x |φ(x)}. Použit́ım axiomu vždy vznikne podmnožina nějaké již
existuj́ıćı množiny. Také konečně můžeme nadefinovat pr̊unik a rozd́ıl množin.

Definice 3. Rozd́ıl množin x a y je množina x \ y := {z ∈ x | z /∈ y}.

Definice 4. Pr̊unik dvou množin x a y je množina x ∩ y := {z ∈ x | z ∈ y}.

Definice 5. Množiny x a y jsou disjunktńı ≡ x ∩ y = ∅.

Definice 6. Pr̊unik množiny x je množina
⋂
x :=

{
z ∈

⋃
x | ∀y ∈ x : z ∈ y

}
.

Ukázka. Pr̊unik konečně mnoha množin x1, x2, . . . xn lze zapsat dvěma zp̊usoby:⋂
{x1, x2, . . . xn} = x1 ∩ x2 ∩ · · · ∩ xn.

Pr̊unik nekonečně mnoha množin už ovšem lze udělat pouze jako pr̊unik ne-
konečné množiny x.

Poznámka. Při jiných definićıch pr̊uniku množiny x se často uvád́ı podmı́nka,
že x muśı být neprázdná. Ovšem při této definici plat́ı

⋂
∅ =

⋃
∅ = ∅, což je

přijatelné chováńı.
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5.3.6 Axiom potenčńı množiny

Připomeňme si, nyńı trochu formálněji, definici podmnožiny.

Definice 7. Zápis y ⊆ x je zkratka pro formuli (∀z)(z ∈ y ⇒ z ∈ x).

Axiom 6. Pro každou množinu x existuje množina všech jej́ıch podmnožin. Této
množině ř́ıkáme potenčńı množina množiny x a znač́ıme ji P(x).

(∀x)(∃p) : (∀z)(z ∈ p⇔ z ⊆ x).

Česky. Pro každou množinu x existuje množina p t.ž. libovolná množina z je
prvkem p právě tehdy, když z je podmnožinou x.

Pozorováńı. Potenčńı množina a suma jsou svým zp̊usobem opačné operace:

z ⊆ x⇒ z ∈ P(x), z ∈ x⇒ z ⊆
⋃

x,
⋃

P(x) = x ⊆ P
(⋃

x
)

5.3.7 Schéma axiomů nahrazeńı

Axiom 7. Když si vezmu libovolné zobrazeńı f a množinu vzor̊u A, tak množina
obraz̊u B = f [A] je také množina. Formálně, je-li ψ(x,y) formule, která neobsa-
huje volně proměnné y1, y2 a b, potom formule

(∀x)(∀y1,y2)
(
(ψ(x,y1) ∧ ψ(x,y2)) ⇒ y1 = y2

)
⇒

(∀a)(∃b) : (∀y)
(
y ∈ b⇔ (∃x)(x ∈ a ∧ ψ(x,y))

)
je axiom. Formule ψ(x,y1), resp. ψ(x,y2) vzniknou z formule ψ(x,y) substitućı
proměnné y1, resp. y2 za y.

Česky. Prvńı část tohoto axiomu ř́ıká, že ψ(x,y) se má chovat jako zobrazeńı
y = f(x). Ve druhé polovině znač́ı a množinu vzor̊u a b množinu obraz̊u, které
těmto vzor̊um odpov́ıdaj́ı.

Pozorováńı. Pokud za ψ(x,y) zvoĺıme formuli x = y ∧ φ(y), tak je prvńı část
axiomu nahrazeńı splněna. Tedy plat́ı, že

(∀a)(∃b) : (∀y)
(
y ∈ b⇔ (∃x)(x ∈ a ∧ x = y ∧ φ(y))

)
,

což je jen trochu jinak zapsaný axiom specifikace.

5.3.8 Axiom fundovanosti

Axiom fundovanosti jednoduše řečeno zakazuje
”
divné“ množiny.

Axiom 8. Každá neprázdná množina obsahuje nějakou množinu, která je s ńı
disjunktńı.

(∀x ̸= ∅)(∃y ∈ x) : (x ∩ y = ∅).

D̊usledek. Neexistuje množina a splňuj́ıćı a ∈ a.

D̊ukaz. Pro spor necht’ a je divoká. Potom množina {a} nesplňuje fundovanost,
protože a ∈ a a zároveň a ∈ {a}, takže a ∈ a ∩ {a}. k

D̊usledek. Neexistuje dvojice množin a, b taková, že a ∈ b a b ∈ a. Tentokrát
poruš́ı fundovanost množina {a, b}.

Tento axiom nám zaručuje, že v ZF nemůže vzniknout Russel̊uv paradox,
protože vylučuje možnost existence divokých a daľśıch divných množin. Také z
něj vyplývá, že v ZF neexistuje množina všech množin, protože ta by určitě byla
divoká.
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5.3.9 Axiom nekonečna

Nejprve definujeme následńıka množiny n jako S(n) := n ∪ {n}.

Axiom 9. Existuje nekonečná množina s nějakou konkrétńı strukturou.

(∃w) :
(
∅ ∈ w ∧ (∀n)(n ∈ w ⇒ S(n) ∈ w)

)
.

Česky. Existuje množina w obsahuj́ıćı prázdnou množinu. Nav́ıc má tato množina
tu vlastnost, že pokud do ńı nálež́ı n, tak do ńı nálež́ı i následńık n.

Poznámka. Množina všech přirozených č́ısel se definuje jako nejmenš́ı množina s
touto vlastnost́ı.
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6 Velikost nekonečných množin

6.1 Definice základńıch pojmů

Než se pust́ıme do matematiky teorie množin, tak budeme muset definovat
některé základńı pojmy, se kterými budeme pracovat. Jako prvńı definujeme
uspořádanou dvojici, což je struktura, na které bude stát všechno ostatńı. Budeme
cht́ıt, aby jednoznačně určovala sv̊uj prvńı i druhý prvek.

Definice 8. Uspořádaná dvojice (a, b) je množina {{a}, {a, b}}. Uspořádanou
n-tici (a1, a2, . . . an) potom definujeme induktivně jako (a1, (a2, a3, . . . an)).

Pozorováńı. Necht’ p = (a, b) = {{a}, {a, b}}. Označme P , resp. S pr̊unik, resp.
sjednoceńı množin uvnitř p. Všimněme si, že naše definice uspořádané dvojice
jednoznačně určuje sv̊uj prvńı a druhý prvek jako

{a} = P, {b} = {x ∈ S |P ̸= S =⇒ x /∈ P}.

Definice 9. Kartézský součin dvou množin A a B je {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}.
Problém opět je, že jsme tento zp̊usob konstrukce množin zakázali. Ale podle de-
finice 8 je uspořádaná dvojice (a, b) množina, takže kartézský součin m̊užeme
definovat ekvivalentně jako

A×B := {x ∈ P(P(A ∪B)) | ∃a ∈ A ∃b ∈ B : x = (a, b)}.

Kartézský součin n množin A1, A2, . . . An definujeme rekurzivně jako

A1 × · · · × An := A1 × (A2 × · · · × An) = {(a1, . . . an) | ∀i : ai ∈ Ai}.

Pokud jsou množiny A1, . . . An stejné, potom jejich kartézský součin znač́ıme An.

Definice 10. Binárńı relace R mezi množinami A a B je libovolná podmnožina
A×B. Ṕı̌seme aRb pokud (a, b) ∈ R a čteme

”
a je v relaci R s b“. Pokud A = B,

potom ř́ıkáme, že R je relace na A.

Definice 11. Binárńı relace R na množině A je

1. reflexivńı ≡ ∀x ∈ A : xRx,

2. antisymetrická ≡ ∀x,y ∈ A, x ̸= y : (xRy =⇒ ¬yRx),

3. tranzitivńı ≡ ∀x,y,z ∈ A : xRy ∧ yRz =⇒ xRz,

4. uspořádáńı na A ≡ R je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı.

Definice 12 (ČUM). Částečně uspořádaná množina (ČUM) je uspořádaná dvo-
jice (A,R), kde A je množina a R je nějaké uspořádáńı na A. Řekneme, že prvky
x, y ∈ A jsou porovnatelné, pokud xRy nebo yRx.

Definice 13. Každému uspořádáńı ≤ na množině A přiřad́ıme relaci < na A
definovanou jako ∀x,y ∈ A : x < y ≡ x ≤ y ∧ x ̸= y. Všimněme si, že < neńı
uspořádáńı, protože neńı reflexivńı. Řekneme, že v ČUM (A, ≤) je prvek x ∈ A

1. minimálńı ≡ ∄y ∈ A : y < x,

22



2. nejmenš́ı ≡ ∀y ∈ A : x ≤ y,

3. maximálńı ≡ ∄y ∈ A : x < y,

4. nejvěťśı ≡ ∀y ∈ A : y ≤ x.

Pozorováńı. Pokud je nějaký prvek nejmenš́ı, resp. největš́ı, tak je i minimálńı,
resp. maximálńı, ale obráceně to už platit nemuśı. Pod́ıvejme se na třeba na relaci
dělitelnosti | na množině {1, . . . 12} definovanou jako a | b ≡ a celoč́ıselně děĺı b
a všimněme si, že to je uspořádáńı. Prvek 1 je nejmenš́ı i minimálńı, protože
cokoliv je dělitelné jedničkou. Prvky 7, 8, 9, 10, 11 a 12 jsou maximálńı, protože
neděĺı nic daľśıho, ale žádný z nich neńı největš́ı. Pokud by třeba prvek 12 měl
být největš́ı, potom by muselo platit 5 | 12, což neńı pravda.

Definice 14. Řekneme, že uspořádáńı ≤ na množině A je

1. lineárńı (úplné) ≡ každé dva prvky A jsou porovnatelné pomoćı ≤,

2. dobré ≡ je lineárńı a nav́ıc každá B ⊆ A má nejmenš́ı prvek v̊uči ≤,

3. husté ≡ ∀x, y ∈ A, x < y ∃z ∈ A : x < z < y.

Pokud je ≤ lineárńı, resp. dobré uspořádáńı množiny A, tak ř́ıkáme, že (A, ≤)
je lineárně, resp. dobře uspořádaná množina.

Nı́že je uvedeno několik známých uspořádáńı a jejich vlastnosti.

• (N, ≤) Přirozená č́ısla se standardńı interpretaćı ≤ jsou dobře uspořádaná
množina. Jej́ı nejmenš́ı prvek je nula.

• (Z, ≤) Standardńı uspořádáńı celých č́ısel je úplné, ale neńı dobré, protože
v̊uči ≤ neexistuje nejmenš́ı celé č́ıslo.

• (Z, ⪯) Uspořádáńı x ⪯ y ≡ (|x| < |y|) ∨ (|x| = |y| ∧ x ≤ y) celých č́ısel je
dobré. Toto uspořádáńı vypadá následovně: 0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, . . .

• (Q, ≤) Standardńı uspořádáńı racionálńıch č́ısel je úplné a husté, ale neńı
dobré, protožeQ nemá žádný nejmenš́ı prvek v̊uči≤. Totéž plat́ı pro (R, ≤).
Dokonce ani nev́ıme, jestli nějaké dobré uspořádáńı reálných č́ısel existuje.

• (N+, | ) Přirozená č́ısla bez nuly spolu s relaćı dělitelnosti jsou částečné
uspořádáńı. Toto uspořádáńı nemá žádný maximálńı prvek, ale zato má
nejmenš́ı prvek, a sice jedničku.

• (P(A),⊆) Potenčńı množina libovolné množiny A spolu s inkluźı je částečně
uspořádané množina. V tomto uspořádáńı je prázdná množina ∅ nejmenš́ı
prvek a A největš́ı prvek.

• (Σ∗, ≤LEX) Lexikografické uspořádáńı konečných řetězc̊u nad abecedou Σ
je dobré uspořádáńı. Nejmenš́ı prvek je prázdný řetězec. V pořad́ı tohoto
uspořádáńı jsou seřazena např́ıklad slova ve slovńıku.
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Definice 15. Zobrazeńı (funkce) z množiny X do množiny Y je binárńı relace f
mezi X a Y splňuj́ıćı

(∀x ∈ X)(∃!y ∈ Y ) : xfy,

tedy každý vzor má právě jeden obraz. Řı́káme, že funkce f zobrazuje množinu X
na množinu Y a ṕı̌seme f : X → Y . Mı́sto xfy ṕı̌seme f : x 7→ y nebo f(x) = y.

Kromě běžných matematických funkćı jako sinus, kosinus, polynomy atd. exis-
tuje sousta daľśıch užitečných funkćı. Např́ıklad

• počet prvk̊u spočetné množiny : P(N) → N ∪ {∞},

• znaménková funkce sgn : R → {−1, 0, 1}, x 7→


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.

Definice 16. Zúžeńı funkce f : A→ B na množinu R ⊆ A je funkce

f |R : R → B, x 7→ f(x).

Definice 17. Funkce f : X → Y je

1. prostá (injekce) ≡ ∀x1,x2 ∈ X : x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2),

2. na (surjekce) ≡ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y,

3. bijekce ≡ je prostá a na, tedy ∀y ∈ Y ∃!x ∈ X : f(x) = y.

Definice 18. Posloupnost (an) je zobrazeńı f : N → A. Jde o zobecněńı pojmu
uspořádané n-tice pro nekonečné n. Ṕı̌seme (an) ∈ A.

Definice 19. Indexovaná rodina množin (Xi)i∈I je zobrazeńı f : I → X, kde I
je množina index̊u a X je množina indexovaných množin.

Definice 20. Kartézský součin indexované rodiny množin (Xi)i∈I je

∏
i∈I

Xi :=

{
f : I →

⋃
i∈I

Xi | ∀i ∈ I : f(i) ∈ Xi

}
.

Jde o zobecněńı pojmu kartézského součinu pro libovolně mnoho množin.
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6.2 Kardinalita

Kardinalita je něco jako velikost množiny. Kardinalitu konečné množiny defi-
nujeme jako počet jej́ıch prvk̊u. Takže kardinalita množiny {1, 2, 3} je 3. Kardi-
nalita nekonečných množin je trochu složitěǰśı. Určitě chceme, aby např. množina
všech přirozených č́ısel měla větš́ı kardinalitu než libovolná konečná množina.
Ale současně chceme umět porovnávat kardinalitu r̊uzných nekonečných množin.
Řekneme, že dvě množiny maj́ı stejnou kardinalitu, pokud mezi nimi existuje bi-
jekce. Tedy pokud můžeme prvky prvńı množiny vzájemně jednoznačně spárovat
s prvky druhé množiny.

Definice 21. Kardinalitu (mohutnost) množiny A označ́ıme |A|. Pro množiny A
a B definujeme relace

1. |A| = |B| ≡ existuje bijekce f : A→ B,

2. |A| ≤ |B| ≡ existuje prosté zobrazeńı f : A→ B,

3. |A| < |B| ≡ |A| ≠ |B| a současně |A| ≤ |B|.

Pokud |A| = |B|, tak ṕı̌seme A ∼ B.

Pozorováńı. Pokud A ⊆ B, potom |A| ≤ |B|.
Kardinalitám množin se ř́ıká kardinálńı č́ısla, jsou to 0 < 1 < 2 < · · · <

ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < · · · . Kardinálńı č́ısla konečných množin jsou přirozená č́ısla.
Přirozená č́ısla jsou N = {0, 1, 2, . . . }. Zjevně jich je nekonečně mnoho, takže jejich
kardinalita nemůže být žádné přirozené č́ıslo. Proto zavedeme nové kardinálńı
č́ıslo ℵ0 := |N|. Dále definujeme ℵα+1 jako nejmenš́ı kardinálńı č́ıslo větš́ı než ℵα.
Dá se ukázat, že neexistuje žádné menš́ı nekonečné kardinálńı č́ıslo než |N|, takže
naše definice ℵ0 je validńı. Pořád jsme ale neukázali, že existuje kardinálńı č́ıslo
větš́ı než ℵ0.

6.3 Kardinalita přirozených č́ısel

Přestože se na prvńı pohled může zdát, že sudých přirozených č́ısel je méně než
všech přirozených č́ısel, tak to neńı pravda. Sudá č́ısla lze jednoznačně oč́ıslovat
např́ıklad pomoćı bijekce f : n 7→ 2n. Pokud lze množinu oč́ıslovat, potom ř́ıkáme,
že je spočetná.

Definice 22. Množina M je

1. spočetná ≡ |M | ≤ |N|,

2. spočetně nekonečná ≡ |M | = |N|.

3. nespočetná ≡ |M | > |N|,

Možná poněkud překvapivé tvrzeńı je, že racionálńı č́ısla jsou spočetná. Tedy
tvrd́ıme, že přirozených č́ısel je stejně jako všech zlomk̊u.

Tvrzeńı 1. Množina racionálńıch č́ısel Q je spočetně nekonečná.
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D̊ukaz. Pod́ıvejme se na zobrazeńı f : Q → N, f : a
b
7→ 2|a| 3b 51+sgn(a/b). Dı́ky jed-

noznačnosti prvoč́ıselného rozkladu přirozených č́ısel je f prostá, takže |Q| ≤ |N|.
Ale kardinalita racionálńıch č́ısel určitě nemůže být konečná, tedy |Q| = |N|.

k
Toto tvrzeńı ještě zobecńıme na něco mnohem mocněǰśıho. Všimněme si, že ra-
cioláńı č́ısla jsou vlastně uspořádané trojice (a, b, s), kde a, b ∈ N a s ∈ {−1, 0, 1}.
Předchoźı tvrzeńı vlastně ř́ıká, že množina všech těchto uspořádaných trojic
je spočetná. Co kdyby to nebyly trojice, ale n-tice? Bude jich pořád spočetně
mnoho? Nejprve ale budeme muset dokázat pomocné lemma hovoř́ıćı o kardina-
litě prvoč́ısel.

Lemma 2. Množina všech prvoč́ısel P je spočetně nekonečná.

D̊ukaz. P ⊆ N, takže P je spočetná. Stač́ı ukázat, že je nekonečná. Pro spor
předpokládejme, že neńı. Potom existuje nějaké největš́ı prvoč́ıslo p ∈ P. Nyńı
definujeme č́ıslo P jako součin všech prvoč́ısel plus jedna

P := 1 +
∏
q∈P

q.

Všimněme si, že ∀q ∈ P : P ≡ 1 (mod q), takže P je prvoč́ıslo a nav́ıc P > p, což
je spor s t́ım, že p je největš́ı prvoč́ıslo.

k

Věta 3. Kartézský součin konečně mnoha spočetných množin je spočetný.

D̊ukaz. Označme dané množiny A1, A2, . . . An a jejich kartézský součin K. Dále
definujme A := {A1, A2, . . . An}. Chceme udělat podobný argument jako v d̊ukazu
tvrzeńı 1, ale namı́sto prvoč́ısel 2, 3 a 5 použ́ıt nějakých n prvoč́ısel. Všechny
zadané množiny jsou spočetné, tedy existuje oč́ıslováńı jejich prvk̊u přirozenými
č́ısly. Označme φi č́ıslovaćı funkci pro Ai. Zadaných množin je konečně mnoho,
tedy existuje prosté zobrazeńı ϕ : A→ P. Nakonec definujme zobrazeńı

f : K → N, f : (a1, a2, . . . an) 7→ ϕ(A1)
φ1(a1) ϕ(A2)

φ2(a2) · · ·ϕ(An)
φn(an).

Z toho, že zobrazeńı ϕ a č́ıslovaćı funkce φ1, φ2, . . . φn jsou prosté, plyne, že zob-
razeńı f je také prosté. Takže |K| ≤ |N|, tedy K je spočetný.

k

Poznámka. Jiný zp̊usob jak dokázat větu 3 je ukázat, že kartézský součin dvou
spočetných množin je spočetný, z čehož lze tuto větu dokázat indukćı.

Pokud bychom měli spočetně nekonečně mnoho spočetných množin a každá
z nich obsahovala alespoň dva prvky, potom by jejich kartézský součin už byl
nespočetný. V daľśı sekci toto tvrzeńı nepř́ımo dokážeme.
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6.4 Kardinalita reálných č́ısel

Už je na čase položit si otázku, zda existuje nějaká množina s kardinalitou
větš́ı než maj́ı přirozená č́ısla. Jednou takovou množinou jsou např́ıklad reálná
č́ısla. Je zaj́ımavé, že racionálńı č́ısla jsou spočetná, ale když k nim přidáme i č́ısla
iracionálńı, tak dostaneme nespočetnou množinu. Dokonce plat́ı, že reálných č́ısel
v libovolném intervalu je v́ıce než všech přirozených č́ısel.

Definice 23. Interval je libovolná podmnožina reálných č́ısel J ⊆ R splňuj́ıćı

|J | ≥ 2 ∧ (∀x,y ∈ J, x < y)(∀z ∈ R) : (x < z < y =⇒ z ∈ J).

Poznámka. Standardńı definice intervalu jeho mohutnost nijak neomezuje, takže
povoluje i

”
zdegenerované“ jednoprvkové a prázdné intervaly. Nám ale toto ome-

zeńı usnadńı život, protože nebudeme muset o každém intervalu explicitně ř́ıkat,
že neńı zdegenerovaný.

Definice 24. Řekneme, že podmnožina reálných č́ısel G ⊆ R je

1. zdola omezená ≡ (∃a ∈ R)(∀x ∈ G) : a ≤ x,

2. shora omezená ≡ (∃b ∈ R)(∀x ∈ G) : x ≤ b,

3. omezená ≡ je zdola omezená i shora omezená.

Tvrzeńı 4. Množina reálných č́ısel je nespočetná, tedy |R| > |N|.

D̊ukaz. Uvědomme si, že nám stač́ı vyvrátit existenci bijekce mezi reálnými č́ısly
v intervalu [0, 1) a přirozenými č́ısly, takže od tohoto okamžiku mysĺıme reálnými
č́ısly tento interval. Pro naše účely bude jednodušš́ı, pokud budeme o reálných
č́ıslech uvažovat ve dvojkové soustavě. Potom je pro nás reálné č́ıslo prostě nějaká
spočetně nekonečná posloupnost jedniček a nul. Označme φi(x) i-tou č́ıslici v této
posloupnosti pro reálné č́ıslo x.

Pro spor předpokládejme, že existuje bijekce f : N → [0, 1). Sestroj́ıme nové
reálné č́ıslo r a ukážeme, že nemá vzor, takže f neńı bijekce. Č́ıslo r definujeme
tak, že urč́ıme všechny jeho č́ıslice jako φi(r) := 1−φi(f(i)). Lidskou řeč́ı: pokud
chci i-tou č́ıslici r, tak se pod́ıvám na i-tou č́ıslici i-tého reálného č́ısla a vezmu si
jej́ı opak. T́ım zajist́ıme, že r se lǐśı od všech oč́ıslovaných reálných č́ısel v alespoň
jedné č́ıslici, tedy ∀n ∈ N : f(n) ̸= r, což je spor s t́ım, že f je bijekce.

k

Lemma 5. Existuje bijekce f : [0, 1) → (0, 1).

D̊ukaz. Chtěli bychom udělat identitu, ale nula by neměla obraz. Proto definujeme

f : x 7→


1
2
, x = 0,
1

2n+1 , x = 1
2n
, n ∈ N,

x, jinak.

Čili f(0) = 1/2, f(1/2) = 1/4, f(1/4) = 1/8 atd. Ostatńı prvky se zobraźı samy
na sebe. Spočetnou množinu záporných mocnin dvojky jsme v podstatě

”
posunuli

o jedna“, č́ımž nám vznikl nevyužitý obraz 1/2, na který jsme zobrazili nulu.

k
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Pozorováńı. Podobným trikem lze ukázat (0, 1) ∼ (0, 1] ∼ [0, 1) ∼ [0, 1].

D̊usledek. Všechny omezené intervaly reálných č́ısel maj́ı stejnou mohutnost.

D̊ukaz. Existuj́ı čtyři druhy omezených interval̊u, a sice (a, b), (a, b], [a, b) a [a, b].
Nejprve se zaměř́ıme pouze na otevřené intervaly. Všimněme si, že zúžeńı lineárńı
funkce f |(a, b) splňuj́ıćı f(a) = c a f(b) = d je bijekce mezi (a, b) a (c, d). Tedy
(a, b) ∼ (0, 1). Po zopakováńı tohoto procesu pro ostatńı druhy omezených inter-
val̊u źıskáme (a, b) ∼ (a, b] ∼ [a, b) ∼ [a, b].

k

Věta 6. Všechny intervaly reálných č́ısel maj́ı stejnou mohutnost jako R.

D̊ukaz. Už jsme ukázali, že všechny omezené intervaly reálných č́ısel maj́ı stej-
nou mohutnost. Funkce tangens je bijekce mezi (−π/2, π/2) a R, takže omezené
intervaly maj́ı stejnou mohutnost jako R. Nyńı necht’ I je libovolný omezený a
J je libovolný neomezený interval. Všimněme si, že |I| ≤ |J |, protože každý neo-
mezený interval obsahuje nějaký omezený interval jako podmnožinu. Tedy plat́ı
|R| = |I| ≤ |J | ≤ |R| z čehož plyne |I| = |J | = |R|, což dokazuje tuto větu.

k
Důkaz tohoto zásadńıho tvrzeńı byl poměrně zdlouhavý a nepř́ıjemný. Později se
budeme bavit o takzvaném axiomu výběru, pomoćı kterého lze doj́ıt ke stejnému
výsledku mnohem snáz. Problém je, že axiom výběru nemuśıme vždy považovat
za pravdivý, takže by náš d̊ukaz fungoval pouze v axiomatických systémech s
axiomem výběru. Vlastně bychom dokázali nějakou méně univerzálńı pravdu.

6.5 Jak generovat velké množiny

Operace potenčńı množiny nám umožňuje vyrobit z libovolné stávaj́ıćı množiny
nějakou jinou, větš́ı množinu. Pod́ıvejme se na několik př́ıklad̊u potenčńıch množin:

P(∅) = {∅},
P({1}) = {∅, {1}},

P({1, 2}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}},
P({1, 2, 3}) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Mělo by být vidět, že P(A) obsahuje mnohem v́ıce prvk̊u než A a že |P(A)| je
vždy nějaká mocnina dvojky.

Lemma 7. Pro každou konečnou množinu A plat́ı |P(A)| = 2|A|.

D̊ukaz. Označme n mohutnost množiny A. Množina A je konečná, takže můžeme
bez újmy na obecnosti předpokládat, že A = {k ∈ N | 1 ≤ k ≤ n}. Každá
podmnožinaB množinyA je jednoznačně určena uspořádanou n-tićı nul a jedniček,
kde jednička na k-té pozici znamená k ∈ B. Všimněme si, že tento vztah je
vzájemně jednoznačný, takže počet všech podmnožin A je stejný jako počet těchto
uspořádaných n-tic, což je 2n.

k
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Tvrzeńı 8. Reálná č́ısla a potenčńı množina přirozených č́ısel maj́ı stejnou kar-
dinalitu.

D̊ukaz. V d̊ukazu tvrzeńı 4 jsme o reálných č́ıslech přemýšleli jako o nekonečných
posloupnostech nul a jedniček. Dále, za použit́ı podobného argumentu jako v
d̊ukazu lemmatu 7 můžeme libovolnou podmnožinu přirozených č́ısel popsat ne-
konečnou posloupnost nul a jedniček. Tedy existuje bijekce mezi reálnými č́ısly
v intervalu [0, 1) a podmnožinami přirozených č́ısel. A jak jsme již konstatovali
výše, existuje bijekce [0, 1) → R. Z čehož plyne, že existuje bijekce P(N) → R,
což dokazuje toto tvrzeńı.

k

Poznámka. Tento d̊ukaz neńı zcela korektńı, ignoruje totiž skutečnost, že některá
reálná č́ısla maj́ı v́ıce binárńıch zápis̊u. Např́ıklad jednu polovinu lze zapsat jako
0.1, ale také jako 0.0111. . . . Podobně jako v deśıtkové soustavě plat́ı 1 = 0.999. . . .

Vı́me, že |N| = ℵ0 a ukázali jsme |R| = |P(N)| > |N|, tedy |R| ≥ ℵ1. Bohužel
nev́ıme, zda |R| = ℵ1. Tvrzeńı, že tato rovnost plat́ı se nazývá hypotéza kontinua.
Lze dokázat, že v současné standardńı axiomatizaci matematiky neńı možné tuto
hypotézu dokázat. Ekvivalentńı tvrzeńı ř́ıká, že každá podmnožina reálných č́ısel
je bud’ konečná, spočetně nekonečná, nebo má stejnou kardinalitu jako reálná
č́ısla.

Viděli jsme, že potenčńı množina konečné množiny je větš́ı než p̊uvodńı množina.
Totéž platilo pro množinu přirozených č́ısel. Cantorova věta ř́ıká, že to plat́ı
obecně. Což nám umožňuje pomoćı opakované aplikace potenčńı množiny kon-
struovat množiny se stále větš́ı a větš́ı kardinalitou.

Věta 9 (Cantorova). Pro každou množinu A plat́ı |A| < |P(A)|.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje bijekce f : A → P(A). Definujme
množinu T := {a ∈ A | a /∈ f(a)}. Nyńı pro každý prvek a množiny A nastane
jedna ze dvou situaćı:

a ∈ T =⇒ a /∈ f(a) =⇒ T ̸= f(a),

a /∈ T =⇒ a ∈ f(a) =⇒ T ̸= f(a).

V každém př́ıpadě T ̸= f(a), takže T nemá vzor, což je spor s t́ım, že f je bijekce.

k

D̊usledek. Neexistuje žádné největš́ı kardinálńı č́ıslo.

Pomoćı potenčńı množiny můžeme vyrábět neustále větš́ı a větš́ı množiny.
Pokud začneme s nějakou konečnou množinou, tak můžeme aplikovat potenčńı
množinu kolikrát chceme, ale jej́ı mohutnost z̊ustane konečná. Nejmenš́ı nekonečné
kardinálńı č́ıslo ℵ0 je zkrátka nedosažitelné z jakéhokoliv menš́ıho kardinálńıho
č́ısla. Ovšem, pokud už máme nějakou nekonečnou množinu, tak nám potenčńı
množiny dovoluj́ı vyrábět pořád větš́ı a větš́ı nekonečné množiny.

D̊usledek. Neexistuje množina všech množin.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že množina všech množin existuje a nazvěme ji
M . Podle Cantorovy věty plat́ı |M | < |P(M)|. Ale M je množina všech množin,
takže P(M) ⊆M , z čehož plyne |P(M)| ≤ |M |, což je spor.

k
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