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1 Trocha historie

V matematice je stejné jako ve vSech védnich oborech velmi zajimava his-
torie; jak se jednotlivé discipliny vyvijely v case a jaké byly motivace pro ruzné
objevy. Teorie mnozin je tak trochu vyjimka, protoze nema pocatky uz v davnych
dobach antiky, ani ji neobjevilo vice lidi nezavisle na sobé. Prvotni myslenka totiz
pochézela od jediného ¢lovéka, a sice Georga Cantora (1845-1918), ktery svij
prvni ¢ldnek o teorii mnozin publikoval roku 1874.

Cantor predstavil teorii mnozin jako zpusob, jak studovat nekonecné ob-
jekty. Matematici se ode vzdycky nekonecéna strasné bali a snazili se mu vyhybat
jako cert kiizi, ale stejné na né vzdycky nékde zase vykouklo. Cantor nejenom
ukazal, ze nekonecné objekty je mozné popsat, ale dokonce, ze nekonecen je svym
zpusobem nekonec¢né mnoho ruznych druhu. Tohle bylo v té dobé neuvéritelné
kontroverzni, ale postupem casu se s tim matematici smifili.

Dalsim duvodem pro vznik teorie mnozin byla snaha sjednotit zaklady ruznych
matematickych oboru. Matematika ve stfedovéku a v raném novovéku byla z
dnesniho pohledu strasny chaos. Ruzna jeji odvétvi se vyvijela zcela nezavisle
na sobé a neméla zadny spolecny teoreticky zaklad. Ono to vlastné nevadilo,
protoze napf. teorii grafu muzete bez problému studovat, aniz byste meéli graf
definovany mnozinové, staci vam néjaka geometricka interpretace vrcholu spo-
jenych hranami. Geometrickd interpretace byla vSude prominentni, protoze je
intuitivni, velmi efektivni a vétsinou funguje. A tady je zakopany pes. Jednou z
své nejzékladnéjsi podstateé studuje chovani funkci jedné proménné. Jeji pocatky
sahaji uz do starovéku, ale opravdu velké objevy v ni se udaly az v 17. stoleti.
Jedni z nejdulezitéjsich matematikt tohoto obdobi jsou Newton a Leibniz, kteti
nezavisle na sobé vyvinuli infinitesimélni pocet. Ten vyuzival nekoneéné malych
hodnot a byl zalozeny na geometrické interpretaci redlnych cisel jako spojité
piimky. Leibniz svoje objevy publikoval roku 1684, zatimco Newton az v roce
1687. Newton byl ovSsem velky tajnustkar a kalkulus zfejmé vynalezl uz v v le-
tech 1665-1666, kdyz si pohraval s myslenkou gravitace. Leibnize obvinil, ze si
objev kalkulu privlastnil a desitky let se s nim handrkoval.

Vsechno v analyze fungovalo naprosto perfektné az do roku 1872. Karl Weier-
strass tehdy publikoval ¢lanek, ve kterém predstavil tak odpornou funkci, ze kom-
pletné rozbila vsechno, co se do té doby v analyze objevilo. Tato funkce, v dnesni
dobé znama jako Weierstrassova, je totiz spojita vsude, ale nikde nema derivaci,
coz kompletné rozbiji jakoukoli geometrickou predstavu o funkcich. Bylo tedy
potieba vSechno vybudovat od znovu, tentokrat poradné a za pouziti exaktnich
struktur. Ne geometrické interpretace.

Matematici Bertrand Russell a Gottlob Frege chtéli pomoci teorie mnozin
poradné definovat ¢isla. Pouzivame je tak bézné a samoziejmeé, ze se nikdy neza-
myslime nad tim, co vlastné jsou. Jejich myslenka byla nasledujici: ,,Co je esenci
¢isla 47 To, ze vzdy popisuje néjaké ¢tyfi objekty.“ Dobre, tak prosté fekneme,
ze ¢islo 4 je néjaky soubor vSech ¢tveric objektu. V teorii mnozin bychom tekli,
mnozina vSech ¢tyi-prvkovych mnozin. OvSsem okolo roku 1900 se ukazalo, ze
tohle se také rozbije.

Matematici se ovSem nevzdali a béhem dalsich ptiblizné dvaceli let vzniklo
néco, co dnes zname pod nazvem ZFC. Jde o formalni, axiomatickou teorii mnozin,



kde nevznikaji takové paradoxy jako v Cantorové puvodni, naivni teorii mnozin.
Polozit spolecny zaklad pro matematiku, se tedy nakonec ptes vSechny zadrhele
podarilo, protoze v dnesni dobé je v matematice vSechno definované jako mnozina.



2 Jazyk matematiky

Matematika se po staleti popisovala témér vyhradné pfirozenym jazykem.
Jesté v néjakém 15. stoleti prakticky neexistovala zadna matematickd notace a
vsechno se psalo slovné. Vsechny tvrzeni, dukazy, rovnice atd. Fungovalo to, ale z
dnesniho pohledu to bylo absurdné neefektivni. Zda se az neuvéritelné, jak daleko
se matematici dokazali dostat pouze s pfirozenym jazykem. Nicméné jak se kon-
cepty v matematice stavaly ¢im dal komplikovanéjsi a matematicky svét byl ¢im
dél propojenéjsi, tak se postupem casu vyvinul néjaky jazyk matematiky, ktery
nehovoti ve slovech, ale ve specidlnich symbolech. Samoziejmé to neznamena, ze
se prirozeny jazyk uz nepouziva, potom by se v tom nikdo nevyznal. V této ka-
pitole si struéné predstavime jazyk matematiky, protoze jej budeme v ostatnich
kapitolach hojné vyuzivat.

2.1 Logika

Nejprve si neformalné predstavime zakladni pojmy vyrokové a predikatové
logiky. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formalné logickd spravnost
SpoCiva ve spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladu.

e Vyrok je jakékoli tvrzeni, o némz ma smysl fici, Ze plati nebo ze neplati.
Naptiklad ,,Venku prsi® je vyrok, ale ,,Prsi venku?“ vyrok neni.

— Tautologie je vyrok, ktery je vzdy pravdivy. Ptiklad tautologie je
,» Venku prsi nebo venku neprsi.”

— Spor je vyrok, ktery je vzdy nepravdivy. Piiklad sporu je ., Venku prsi
pravé tehdy, kdyz venku neprsi.”

e Negace —A vyroku A je vyrok ,,Neni pravda, Ze plati A.“
e Konjunkce A A B vyroku A a B je vyrok ,,Plati A © B.“
e Disjunkce AV B vyroku A a B je vyrok , Plati A nebo B.“

e Implikace A = B je vyrok , Pokud plati A, potom plati i B.“ Vyrok A je
postacujici podminkou pro platnost B a B je nutnou podminkou pro
platnost A.

Podivejme se tieba na implikaci ,, KdyZ prsi, tak je mokro.“ Mokro muze byt
i kdyZ neprsi, naptiklad pokud nékdo rozlije vodu, takze dést je postacujici
pro mokro. Na druhou stranu se nikdy nemzuze stat, ze by prselo, ale venku
nebylo mokro. Mokro je tedy nutné aby mohla byt pravda, ze prsi.

e Ekvivalence A < B je vyrok ., Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati
vyrok B.“ Vsimnéme si, ze vyrok (A = B) A (B = A) m4 stejny vyznam.

e Pravdivostni hodnota vyroku je 1, pokud je pravdivy, a 0, pokud neni.

Zamysleme se nad pravdivostni hodnotou slozenych vyroku. Aby byl vyrok
»Vanocka je sladkd i mékkd.” pravdivy, tak vdanocka musi byt sladka a
zaroven vdnocka musi byt mekkd. Na druhou stanu, pro splnéni tvrzeni
,, Vanocka je sladka nebo mékka.* staci splnit libovolnou z téchto vlastnosti.



Jediny pripad, kdy implikace ,,KdyZ prsi, tak je mokro® neni pravdiva, je,
kdyz prsi, ale neni mokro. Pokud neprsi, tak je jedno, jestli tam je nebo
neni mokro, protoze o tom tento vyrok viubec nehovoii.

Al -A A B|ANB|AVB|A=B | A& B
110 1 1 1 1 1 1
01 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

Tabulka pravdivostnich hodnot logickych spojek.

e Logicka formuleﬂje vyraz ¢(r1,Ta, . .. T,), z néhoz vznikne vyrok tim, ze
do néj dosadime prvky z; € M, ...z, € M, z danych mnozin My,... M,.
Priklad vyrokové formule s jednou volnou proménnou je tieba

o(x) =z je kladné sudé éislo.

Mnozinu si muzeme piedstavovat jako néjakou skupinu objektt, které maji
néjakou spole¢nou vlastnost; napiiklad, ze to jsou cisla. Zapis x € M znadi,
ze x je prvkem mnoziny M.
e Nyni necht ¢(z), x € M je logické formule.
— Vyrok ,,Pro vSechna x € M plati p(x).“ zapisujeme jako
Vo € M : ¢o(x). Symbol V se nazyva obecny kvantifikator.

— Vyrok , Ezistuje x € M, pro které plati p(z).“ zapisujeme jako
dx € M : p(z). Symbol 3 se nazyva existenéni kvantifikator.

— Vyrok , Ezxistuje prdvé jedno x € M, pro které plati (x).“
zapisujeme jako Iz € M : p(z).

e Axiom je vyrok, ktery povazujeme za pravdivy a to, ze je pravdivy, nedo-
kazujeme. Piiklad axiomu, ktery potkdme, je ,Existuje prazdna mnozina.*

e Véta je zpravidla néjaky dilezity vyrok, ktery se snazime dokézat.
e Lemma je zpravidla pomocné tvrzeni, které slouzi k dukazu néjaké véty.

e Dtikaz je proces, kdy se z axiomu a jiz dokazanych tvrzeni snazime ukézat
pravdivost néceho nového.

. TeorieE] je néjakd mnozina axiomu. Nynf necht 7' je teorie. Vyrok A je

1. pravdivy v T, pokud je jej mozné dokazat z jejich axiomu,
2. 1zivy, nepravdivy v T, pokud je v T pravdivé jeho negace,

3. nezavisly v T, pokud jej z axiomu T neni mozné dokazat ani vyvratit.

To, Ze néjaky vyrok neni pravdivy, jesté neznamend, ze je nepravdivy (1zivy)!

1Také atomickd formule, predikét nebo vyrokova forma.
2Pojem teorie je zde uvedeny velmi zjednodusené.



e Teorie je spornd, pokud je v ni pravdivy spor.

Uvédomme si, ze pokud je teorie sporna, potom je néco v neporadku s
jejimi axiomy. Protoze pokud jsme v dukazu tohoto sporu neudélali zadnou
chybu, potom je implikace ,,Konjunkce aziomu T = spor.“ pravdiva. Spor
je vzdy nepravdivy, takze tato implikace je pravdiva pouze tehdy, kdyz je
SKonjunkce axiomi T nepravdiva. To znamend, ze s nasi volbou axiomu
je néco fundamentélné spatné, protoze jsme piedpokladali, ze jsou vSechny
pravdivé.

Teorie mnozin, nema v nazvu slovo ,teorie“ jen tak nahodou, ale protoze to
opravdu je teorie. Nejprve si predstavime Cantorovu naivni teorii mnozin, ale
ukaze se, ze je sporna. Pokusime se jeji axiomy zménit, aby tento spor nemohl
vzniknout, coz povede na Zermelovu-Fraenkelovu teorii mnozin. Neni to ani zda-
leka jedina teorie mnozin, ktera se pokousi opravit Cantorovu puvodni myslenku,
ale je dneska asi nejrozsitenéjsi.

2.2 Znaceni ciselnych oboru

Nasleduje seznam bézného znaceni ¢iselnych obort.

N, Nt  pfirozena ¢isla: 0,1,2,3,... a prirozend c¢isla bez nuly

[n] znaci mnozinu prirozenych ¢isel od 1 do n.

7 cela c¢isla: 0,1,—-1,2,—-2,3,—3,...

Q racionalni ¢isla neboli zlomky: 1, -2, %, —%, e

R reilna éisla jsou zlomky spolu s iraciondlnimi ¢isly jako 7 nebo v/2.

R*, R kladna redlnd ¢isla, nezdpornd realnd éisla.

C komplexni ¢isla jsou realna ¢isla rozsifena o imaginarni jednotku 2.

2.3 Dva druhy rovnosti

Déle budeme rozlisSovat dva druhy rovnosti a dva druhy ekvivalence.

= je obyc¢ejnd rovnost uréend k porovnavani véci. Zapis x = 2 je logicka
formule, kterd je splnénd pravé tehdy, kdyz x je rovno dvojce.

:= je defini¢éni rovnost urcena k definovani véci. Zapis x := 2 je ptitazeni
¢isla 2 do proménné z. Vlastné tim deklarujeme, Ze odted je z jen jiny
symbol pro dvojku.

& je logickd spojka ekvivalence urcena k vyrdbéni vyroku.

= je definiéni ekvivalence urc¢end k definovani novych vlastnosti. Zapis
T € Z je super = dn € N : x = 2n.“ definuje novou vlastnost ,,byt super®.
Podle této definice jsou suda c¢isla super a licha ¢isla nejsou super.



2.4 Notace velkych operatora

V matematice se casto setkdme s velkymi operatory, které slouzi k zptehlednéni
zépisu. Napiiklad sumace se zna¢i symbolem » . Tato notace se vétsinou pouziva
dvéma zpusoby. Bud' jako suma pies vechna n od néjakého pocétecniho indexu
po koncovy nebo jako suma ptes vSechny prvky néjaké mnoziny:

! 1 1 1 1
Z 2 2 02 92 42 2:
ke[n]

n=1

Podobné [ [ znaéi soucin, | sjednoceni a (] prunik. Pokud potiebujeme udélat
konjunkci nebo disjunkei mnoha vyroku, tak muzeme pouzit operdtory A a \/.

3 Dikazové techniky

Pii dokazovani vychazime z axiomu a jiz dokdzanych tvrzeni a snazime se
tika jsou praveé dukazové techniky, protoze na ruzna tvrzeni se ¢asto hodi ruzné
pristupy. Neexistuje zadny univerzalni zpusob, jak dokazat vSechno, co bychom
chtéli. Diukaz je mozné brat jako takovou hru pro dva hrace, kde se ten prvni
snazi presvédcit toho druhého, ze to tvrzeni je pravdivé a ten druhy mu do toho
stourd. TakZe ten druhy muze kdykoli ukdzat na kterykoli krok dikazu a Fict
,Tomuhle tak uplné nevérim, to mi neprijde trividlni.“ a ten prvni by mél umét
ten problémovy krok rozepsat na jesté jednodussi kroky. Konec dukazu znac¢ime
symbolem [1.

3.1 Primy diukaz

I kdyz to tak na prvni pohled tfeba nevypada, tak vzdy dokazujeme néjakou
implikaci P = T, kde P jsou predpoklady pro platnost T'. Soucasti predpokladu
jsou i vSechny axiomy nasi teorie. Pokud bychom potiebovali dokazat néjakou
ekvivalenci A < B, tak misto ni dokdzeme dvé implikace A = B a B = A.
Piimy dukaz nevyuziva zadné triky a vypada nasledovné:

P—=T—=1T — - = 1T, = T.

Pokud jsme nikde béhem dukazu neudélali chybu, tak jsou vSechny tyto implikace
pravdivé. Takze pokud byly pravdivé naSe predpoklady, tak musi byt pravdiva i
vSechna tvrzeni 17, ...7T, a kone¢né i T

Tvrzeni. Pro vsechna z,y € R plati |xy| < 22 + 3.

Toto tvrzeni bychom mohli piepsat na implikaci z,y € R = |xy| < 2% + 2.

Diikaz. Vime, 7e pro vsechna a,b € R plati (a — b)? > 0. TakZe specialné plati i
(|2] = [y)* =0 = 0 < |z = 2|zl [yl + |yI* = 2|zy| < o° + 4.

Soucasné plati |zy| < 2|xy|, z cehoz vyplyvé |zy| < 2? + y2.



3.2 Dikaz sporem

Myslenka dikazu sporem je strasné jednoduchd. Reknéme, ze se snazime
dokézat néjaky vyrok A, ale nejde nam to. Tak si zkusime ptipustit, ze moznd
neplati, zacneme predpokladat platnost =A a ukazeme, ze z toho plyne néjaky
spor. Pokud jsme béhem dukazu neudélali zadnou chybu, tak mame pravdivou
implikaci =A = 0. Z toho plyne, ze vyrok —A je nepravdivy, takze A je pravdivy.

Definice. Necht a,b € Z. Pokud ¢islo a celociselné deli b, potom piseme a | b.
Formdiné a |b=3q € Z : ag = b.

Definice. Nejvétsi spolecny délitel (NSD) éisel a,b € 7 je nejvétsi takové n € N,
ze plati (n | a) A (n | b). Piseme NSD(a,b) = n.

Definice. Cisla a,b € Z jsou nesoudélnd = NSD(a,b) = 1; zlomek g nelze zkrdtit.

Lemma. Pro vsechna n € N takovd, Ze \/n € Q, plati, Ze \/n € N.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme y/n ¢ N. Vime, ze \/n je ngjaky kladny zlomek.
Proto existuji nesoudélna ¢isla a, b € N splnujici

a a?

Protoze a a b jsou nesoudélnd, tak jsou nesoudélnd i a? a b?. Navic n € N, takze
musf platit b* = 1, tedy b = 1 a y/n = a € N. Ale piedpokladali jsme, 7e v/n ¢ N,

coz je spor. N4s predpoklad tedy musel byt spatny, z ¢ehoz plyne y/n € N.
d

Implikace NSD(a,b) = 1 = NSD(a?b?) = 1 vubec neni tak samoziejm4, jak se
zprvu muze zdat. Vyplyne az z vét o prvocislech, které dokazeme v sekci [3.5

Uloha. Dokazte tuto implikaci sporem pomoci zakladni véty aritmetiky a Eukli-
dova lemmatu.

3.3 Dukaz obménou

Obmeéna implikace A = B je vyrok =B = —A. Vsimnéme si, ze obmeéna
plati pravé tehdy, kdyz plati puvodni vyrok. Takze misto toho, abychom doka-
zovali ,Kdyz prsi, tak je mokro.“, tak dokdzeme ,,Kdyz neni mokro, tak neprsi.”,
protoze to tfeba muze byt jednodussi.

Véta. Pro vsechna n € N takovd, ze ik € N :n = k? plati /n ¢ Q.
Diikaz. Tato véta tvrdi, ze pokud n neni druhou mocninou néjakého prirozeného

¢isla, potom je y/n iraciondlni. Dokdzat toto tvrzeni piimo nebo sporem by bylo
velmi obtizné, proto zkusime vyslovit obménu a misto vyroku

dheN:n=k = V/né¢Q
se pokusime dokazat vyrok
VneQ = JkeN:n=k>.

Protoze /n € Q a navic n € N, tak ndm piedchoz{ lemma garantuje, ze /n € N.
Cili hledané k je \/n.
3



Dusledek. Pokud odmocnina pfirozeného ¢isla neni jiné prirozené cislo, potom je
iracionalni.

Pozndmka. Pro n = 2 je tuto vétu mozné dokazat bez obmény, a sice sporem.

3.4 Dukaz matematickou indukci

Matematickd indukce ndm umoznuje dokazovat néktera tvrzeni ve tvaru
Vn € Nyn > ng @ ¢o(n),

kde ny € N a ¢ je néjaké logicka formule s jednou volnou proménnou. Myslenka
indukce je takova, ze misto toho, abychom dokazovali platnost ¢ pro vSechna
n najednou, tak to udélame postupné. Nejprve ovéiime platnost ¢(ng) a potom
dokazeme

VneN,n>ng:en) = pn+1).

Tomuto vyroku se ikd indukéni hypotéza a platnost ¢(n) nazyvame indukéni
predpoklad. Takze pokud plati ¢(0), potom plati i ¢(1). A pokud plati (1),
potom plati i p(2) atd. Pojdme nyni sporem dokézat, ze matematické indukce
funguje.

Lemma. Pokud p(ng) a navicVn > ng : (n) = p(n+1), potom ¥n > ng : ¢(n).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze In > ng : —p(n). Oznacme k nejmensi
takové n. Potom bud k = ng, coz je spor s tim, ze plati ¢(ng), nebo k > ny.
Vime, ze implikace ¢(k — 1) = ¢(k) plati a p(k) neplati. Aby toto mohla byt
pravda, tak musi ¢(k — 1) také neplatit. To je ale spor s tim, ze k je nejmensi
takové n > ng, ze ¢(n) neplati.

4

Matematicka indukce tedy funguje. Vyzkousime si ji na jednoduchém prikladu.

Tvrzeni. Pro vsechna n € N plati 2° +2' 422 ... 42" =2+l _ 1,

Diikaz. Nejprve si ovéime, ze to plati pro n = 0. Mame 2° = 2! —1, coz je pravda.
Nyni pojdme dokézat indukéni hypotézu. Budeme dokazovat vyrok

T+24 42" =2"" 1 = 1424 42" 42" =92 1
Podle indukéniho predpokladu mame
(T42+ 42" +2" =20 1) 42" =220 =272 1,
Indukéni hypotéza je tedy pravdivd, takze puvodni vyrok je také pravdivy.

Tato forma matematické indukce vétsinou staci, ale obcas je potfeba pouzit
takzvanou sinou indukeci.

10



3.5 Dukaz silnou matematickou indukci

Princip silné indukce je tplné stejny jako indukce obycejné, ale ma mnohem
silnéjsi indukeni krok, konkrétne

VneNn>ng: (VkeN, ng<k<n:pk) = pn+1).

Takze misto toho, abychom v indukénim kroku ptredpokladali, ze plati pouze
©(n), tak predpokladdme platnost viech doposud dokdzanych vyroku.

Definice. Cislon € N je prvocislo = n > 1 a navic n je délitelné pouze jednickou
a samo sebou. Prunich pdr prvocisel je 2,3,5,7,11, ...

Tvrzeni. KaZdé n € N,n > 2 je mozné rozloZit na soucin prvocisel.

Diikaz. Obycejna indukce je na toto tvrzeni kratka, protoze rozklad ¢isla n nam
netrika nic o rozkladu éisla n + 1. Proto pouzijeme silnou indukci. Tvrzeni zjevné
plati pro n = 2. Nyni predpokladejme, ze jsme tvrzeni jiz dokazali pro vSechna k,
t.z. 2 < k < n pro n¢jaké dané n, a pokusme se najit prvociselny rozklad pro n.
Pokud je n prvocislo, potom n = n je hledany rozklad. V opa¢ném piipadé existuji
prirozena ¢isla a, b, t.72. 2 < a,b < n an = a-b. Podle indukéniho predpokladu lze
a i b rozlozit na soucin prvocisel. Souc¢in téchto dvou souc¢inu je hledany rozklad

pro n.
Q

Lemma (Euklidovo). Pokud néjaké prvocislo déli souc¢in dvou celyjch ¢isel, potom
deli © nekteré z téchto cisel. Ekvivalentné: pokud nedéli pront, pak deli druhé.

Euklidovo lemma je jedno z téch tvrzeni, kterd vypadaji strasné nevinné, ale viibec
neni snadné je dokazat. Nejprve si predvedeme intuitivni, ale chybny dukaz.

Diikaz.  Je vSeobecné znamo, ze kazdé c¢islo lze jednoznacné rozlozit na soucin
prvocisel. Takze pokud p | ab, potom p je nékteré z prvocisel v rozkladu ¢isla ab.
Rozklad cisla ab je ovSsem pouze soucin rozkladu ¢isel a a b, takze p musi byt v
rozkladu nékterého z nich. Proto p | a nebo p | b.

d

Tento dikaz je nefunguje, protoze ackoliv je tvrzeni, ze kazdé ¢islo ma jednoznacny
prvociselny rozklad pravdivé, tak vyplyva pravé z Euklidova lemmatu. Takze
vlastné fikame, ze Euklidovo lemma plati, protoze plati Euklidovo lemma.

My pomoci silné indukce dokazeme trochu obecnéjsi verzi tohoto lemmatu.
Vsimnéme si, ze prvocislo p nedéli éislo a prave tehdy, kdyz NSD(p,a) = 1.

Lemma. Necht p,a,b € Z. Pokud p | ab, ale NSD(p,a) = 1, potom p | b.

Diikaz. Pripad ab = 0 je trivialni, jelikoz vSechno déli nulu. Bez ijmy na obecnosti
predpokladejme p,a,b > 0, tedy ab > 0. Tvrzeni dokazeme silnou indukci podle
ab. Zakladni pripad nasi indukce bude ab = 1 - 1. Nyni predpokladejme, ze jsme
tvrzeni jiz dokazali pro vsechny mensi hodnoty, nez néjaké dané ab. Protoze p | ab,
tak dn € N : pn = ab. Mohou nastat tfi ptipady.

1. Pokud p = a, potom p = 1, protoze NSD(p, a) = 1. Takze urcité p | b.
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2. Pokud p < a, potom zkoumejme soucin
p(n—b) = (a—p)b <= pn—pb=ab—pb <= pn = ab.

Ziejmé p | (a — p)b. Oznaéme d = NSD(p,a — p). Urcité d | (p + (a — p)),
takze d | a. Navic d | p, ale NSD(p,a) = 1, z ¢ehoz plyne d = 1. Takze
NSD(p,a — p) = 1 a protoze 1 < (a — p)b < ab, tak z indukéni hypotézy
vime, ze p | b.

3. Pokud p > a, tak obdobné zkoumejme soucin
(p—an=alb—n) <= pn—an =ab—an <= pn = ab.

Ziejmé (p —a) | a(b — n). Ze stejné argumentace jako v pripadé 2] vyplyva
NSD(p — a,a) = 1 a protoze 1 < a(b —n) < ab, tak z indukéni hypotézy
mame (p —a) | (b —n). Tedy 3k € N: b—n = k(p — a). Dosazenim do
rovnice vyse ziskame

(p—an=ak(p—a) = n=ak = ab=pn =pak = b=pk.
Jelikoz b = pk pro néjaké k € N, tak p | b.

Ve vsech piipadech jsme dospéli k zavéru p | b, coz dokazuje indukéni hypotézu
a tedy i celé tvrzeni.
d

Véta (Zékladni véta aritmetiky). Prvociselny rozklad je az na poradi ciniteli
vZdy jednoznacny.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje néjaké cislo se dvéma ruznymi roz-
klady. Oznacme n nejmensi takové ¢islo; tedy n = pip2 - - - p; = ¢1¢2 - - - g Protoze
p1| n, tak p1 | (g1 -+ qx) a podle Euklidova lemmatu p; | ¢; pro néjaké i. Jelikoz
nezdlezi na potadi ¢initell, tak bez djmy na obecnosti bud ¢; = ¢;. Ponévadz
p1 1 ¢ jsou prvocisla, tak p; = qi, takze pa---p; = g2+ - @, coz ndm davéa dva
ruzné rozklady pro néjaké ¢islo mensi nez n, a to je spor s minimalitou n. o

Na tento dulezity poznatek jesté narazime. Je také mimochodem tim divodem,
pro¢ nechceme, aby jednicka byla prvocislem. Protoze potom by napiiklad 2-3 a
1-2-3 byly dva ruzné rozklady ¢isla 6.

Pozndmka. Zakladni vétu aritmetiky lze dokazat i bez Euklidova lemmatu, takze
kdybychom to udélali, tak by ten chybny dukaz Euklidova lemmatu uvedeny vyse
fungoval.
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4 Naivni teorie mnozin

Pojmem ,naivni teorie“ myslime teorii, kterda neni formalné popsana, tedy
neni jasné, jaké ma axiomy. Misto toho se na jeji popis pouziva pfirozeny jazyk.
Na mnoziny se diva jako na soubory (kolekce) libovolnych | véci“. Tento piistup
je velmi intuitivni a v naprosté vétsiné pripadu zcela dostacujici. Bézné v mate-
matice pohlizime na mnoziny timto naivnim zpusobem a ni¢emu to nevadi. Ale
ukaze se, ze to obcas vede k paradoxum. Cantor také svoji teorii formuloval timto
Lhaivnim* zpusobem.

4.1 Co je to mnozina?

Puvodni myslenka byla, ze mnozina muze obsahovat tplné cokoliv, co si
dokazeme predstavit. Nejsou vibec zddna omezeni. Nejjednodussi zpusob jak
vyrobit néjakou mnozinu je vyc¢tem jejich prvku. Napriklad

{1,2,3}, {pes, kocka}, {mlady, stary, krasny, dlouhy}.

To ale neni moc zajimavé. Dalsi zpusob, jak popsat, co by v nasi mnoziné mélo
byt, je specifikovat néjakou charakteristickou vlastnost vsech jejich prvku. Pro
to pouzivame zéapis ve tvaru {z|¢(z)}. Znamend, Ze chceme vytvorit mnozinu,
ktera bude obsahovat vSechny ,véci“, které splnuji logickou formuli ¢. Napiiklad

{z |z je prvocislo}, {z|x jepes}, {x]|x je lidskd vlastnost}.

Potom mnozina {z |z je pes} je mnozina vSech psi. Pokud méte psa, potom
je v této mnoziné. Hurvinkiv pes Zeryk je také v této mnoziné, prestoze ve
skutecnosti neexistuje. Pokud nase mnozina neobsahuje zadné prvky, potom ji
nazyvame prdzdnou a znacime ji @. Mnoziny samoziejmé mnohou obsahovat i
jiné mnoziny. Naptiklad

{z |z je mnoZina obsahugici pravé étyri proky }

je mnozina vsech ctyr-prvkovych mmnozin. Dokonce muzeme vyrobit mnozinu
v8ech mnozin jako {z |z je mnoZina}. Je vidét, ze tento zépis je velmi mocny.

Déle bychom si méli ujasnit, kdy jsou dvé mnoziny identické. Zalezi nam pouze
na tom, které véci v dané mnoziné jsou, poradi ani pocet opakovani téchto véci
pro nas nejsou dulezité. Takze mnoziny

{1424y {2513, {L{2h {23} {1.{2}.{2,2}}

jsou vsechny identické. Po¢tem prvkiu mnoziny myslime pocet unikdtnich prvkia.
Takze vsechny tyto mnoziny maji pravé dva prvky, a sice 1 a {2}.

Piestoze Cantor svoji teorii nikdy neptedvedl do axiomu, tak my si muzeme
predstavovat, ze ma jeden jediny axiom, ktery iikd, ze vSechno je mnozina.

Axiom. Pro kazdou logickou formuli p(z) existuje mnozina {x|p(x)}.

Spravné bychom méli jesté pridat néjaky axiom hovotici o identité dvou
mnozin, ale to prozatim zameteme pod koberec a budeme identitu vnimat tak,
jak jsme si ji definovali vyse.
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4.2 Operace s mnozinami

Mnoziny urcité budeme chtit umét sjednocovat, divat se které prvky maji
spolecné a néjak je porovnavat. Pojdme to nadefinovat porddné.

Definice. MnozZina A je podmnozZinou mnozZiny B =Vr € A:x € B.
Tento vztah zapisujeme jako A C B.

Ukdzka. {1,2} C {1,2,3}, ale {4} € {1,2,3}, protoze 4 ¢ {1,2,3}. Viimnéme
si, ze kazdd mnozina je svoji vlastni podmnozinou a ze prazdnd mnozina & je
podmnozinou kazdé mnoziny. Tedy, pro kazdou mnozinu A plati & C Aa A C A.

Pozorovdni. Pokud A C Bi B C A, potom A = B.

Definice. Potenéni mnozina mnoziny A je mnozina vSech jejich podmnozin
P(A) ={z|z C A}

Potenéni mnozinu budeme znacit jako P(A), ale nékdy se pouzivd i znaceni 2.

Ukdzka. P({1,2,3}) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Definice. Sjednoceni mnozin A a B je mnozina AUB = {z|x € AV x € B}.

Ukazka. {1,2} U{3,4} ={1,2,3,4} a {1,2} U{1,4} = {1,2,4}.

Definice. Prinik mnozin A a B je mnozina AN B = {z|z € ANz € B}.

Ukdzka. {1,2} N {3,4} =@ a {1,2} N {14} = {1}.

Dobra mnemotechnicka pomtcka pro zapamatovani si, ktery obloucek zna-
mend co je nasledujici. U ~ VvV a N~ A,

4.3 Prirozena c¢isla v naivni teorii mnozin

Zdroje: 2] a [4].
Emanuel Kant — Matematika je konstruktem lidské mysli.
Russell a Frege — Matematika je objektivni, je to odvétvi logiky

Frege zalozil predikatovou logiku ve své knize Begriffsschrift roku 1879. Po-
kusil se popsat vSechny koncepty aritmetiky pomoci logiky a teorie mnozin, roku
1893 prvni vydani. Frege a Russell chtéli definovat prirozend ¢isla jako mnoziny.
Cislo n by byla mnozina vsech n-prvkovych mnozin.

Druhé vydani meélo vyjit roku 1903, ale Russel mu roku 1902 poslal dopis,
kde predstavil paradox, ktery bylo mozné sestrojit ve Fregové systému. Fregem
to ottaslo a v dodatku této knihy napsal

Hardly anything more unfortunate can befall a scientific writer than
to have one of the foundations of his edifice shaken after the work
is finished. This was the position I was placed in by a letter of Mr.
Bertrand Russell, just when the printing of this volume was nearing
its completion.

Russel nakonec Fregu presvédcil, ze problém neni v jeho logice, ale v teorii
mnozin.
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4.4 Russeliv paradox

Russelluv paradox, také znamy jako paradox holice, zni nasledovné: ,Holi¢
holi vSechny muze ve mésté, ktefi neholi sami sebe. Kdo holi holice?“. Pokud
holice holi holi¢, potom holi¢ holi sam sebe, takze holice holi¢ neholi. Naopak,
pokud holi¢e neholi holi¢, potom holi¢ neholi sam sebe, takze jej holi holi¢. V obou
pripadech jsme dospéli k logickému paradoxu. Matematicky muzeme Russelluv
paradox vyjadiit pomoci krotkych a divokych mnozin.

Definice. Mnozina M je
1. krotka = M ¢ M; tedy M neobsahuje sama sebe jako prvek.
2. divoka = M € M ; tedy M obsahuje sama sebe jako prvek.

Napriklad mnozina vsech zvirat je krotka, protoze to je mnozina a ne zvite. Na
druhou stranu, mnozina vsech véci, které nejsou cajové lZicky je divoka. Tato
mnozina totiz obsahuje uplné vSechno, co neni ¢ajova lzicka. Je to mnozina,
takze to neni cajova lzicka, proto obsahuje sama sebe. MnozZina vsech véci, na
které prdvé myslim je vétsinou krotkd, ale pravé ted, kdyz pisu tuto vétu, je
divokd. Podivejme se na mnozinu vsech krotkych mnozin M = {x |z je krotkd }.
Je krotka nebo divoka?

e Pokud je krotka, potom spliuje defini¢ni podminku M, tedy M € M, takze
je divoka.

e Pokud je divokd, potom nespliuje definiéni podminku M, tedy M ¢ M,
takze je krotka.

Tato mnozina je krotka pravé tehdy, kdyz je divoka, coz je spor. Z toho vyplyva,
Ze naivni teorie mnozin je sporna a musi byt néco Spatné s predpokladem, ze
existuji uplné vSechny mnoziny.

Russelluv paradox jako prvni ziejmé objevil matematik Ernst Zermelo v roce
1899, ale své zjisténi nezvetejnil. Publikoval ho az Russell v roce 1901. Navrh prvni
axiomatické teorie, ktera se tomuto paradoxu snazila vyhnout, ptisel od Zermela
roku 1908. Matematik Abraham Fraenkel ovsem roku 1921 poukazal na to, ze v
Zermelové teorii neni mozné dokéazat existenci nékterych mnozin, jejichz existenci
vétsina tehdejsich mnozinovych teoretiku povazovala za samoziejmou. Nasledujici
rok navrhl ipravu axiomu této teorie, ¢imz vznikla dnes velmi rozsitena Zermelo-
Fraenkelova teorie mnozin (ZF).

Dalsi znamy paradox v naivni teorii mnozin se tykda mnoziny vSech mnozin.
Predpokladéame, Ze existuje uplné libovolnd mnozina, takze existuje i mnozina
vSech mnozin. Pozdéji ovsem dokazeme, ze mnozina vSech mnozin neexistuje.
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5 Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin

Zdroje: 3], 5] a [1].

A7z doposud mohly mnoziny obsahovat libovolné | véci“ a vlastné jsme nijak
nespecifikovali, co presné jsou tyto véci za¢. V axiomatické teorii mnozin existuji
pouze ty objekty, jejichz existence vyplyva z axiomu dané teorii. Axiomy ZF
nam garantuji existenci prazdné mnoziny a poskytuji nam nékolik zpusobu jak z
jiz existujicich mnozin vyrabét nové. Jinymi slovy — vSechno je mnozina. Kazdy
prvek kazdé mnoziny je jen néjaka jind mnozina.

5.1 Mnoziny a tridy

Jak jsme jiz konstatovali (a jak dokdzeme), mnozina viech mnozin neexistuje.
Ale chteéli bychom aby existovalo néco podobného, protoze obc¢as chceme mluvit
o kolekci vSech objektu, které néco spliuji, prestoze to uz neni mnozina. Proto
se zavadi pojem trida. V naivni teorii mnozin je tiida a mnozina jedno a totéz.
Pokud omezime co vsechno muze byt mnozinou, tak se nas svét rozdeéli.

e Mnoziny — nékam nalezi

e Ttidy — néco nélezi do nich
Vsimnéme si, ze kazdd mnozina je zaroven i tiidou. Opacné to ale platit nemusi,
napiiklad tfida vSech mnozin neni mnozinou. Takové tride, fikame vlastni trida.
Uvédomme si, ze tento koncept neumoznuje zrekonstruovat Russelliv paradox,

jelikoz tiida vSech krotkych tiid zjevné neexistuje. Tiidy totiz nemohou nikam
nalezet, véci pouze nalezi do nich.

5.2 Co je to teorie?

Problém: Pro definovani logiky prvniho fadu potfebujeme mnoziny, ale pro
vyjadreni teorie mnozin potiebujeme logiku prvniho tadu.

Reseni: Vétsina koncepti logiky stoji na fetézcich znaki prirozeného jazyka.
Napriiklad relace se daji definovat i bez mnozin. Jazyk je seznam symbolu, které
smime pouzivat. Formule jsou néapisy v néjakém jazyce, které se tvoii podle
urcitych pravidel. Teorie je opét néjaky seznam néapisu. V teorii muzeme doka-
zovat tvrzeni, protoze to jsou zase jen dalsi napisy. Axiomy teorie urcuji chovani
relacnich a funkénich symbolu toho jazyka. Kdybychom chtéli néjaky konkrétni
model té teorie, tak uz potiebujeme mnoziny.

Kdyz jsme si v kapitole o jazyku matematiky pfredstavovali nékteré pojmy
z logiky, tak jsme letmo zminili o pojem teorie. Rekli jsme, 7ze teorie je néjaks
mnozina axiomi a vétsinu detailtl jsme zametli pod koberec. Pojdme si nyni
pojem teorie predstavit trochu exaktnéji. Pro dalsi praci s mnozinami to nebude
prilis podstatné, ale muze to zménit nas pohled na vyznam axiomu, které se
rozhodneme do nasi teorii pridat.

e Signatura je dvojice (R, F), kde R je seznam relacnich symbolu a F je
seznam funkénich symbolu spolu s jejich aritami. Funkcim arity 0 fikdme
konstanty. Symbol ‘=’ je rezervovany pro rovnost. Signatura mnozin obsa-
huje pouze jediny relaéni symbol a vypada takto: (€). Signatura je tedy
pouze néjaky népis.
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e Struktura v signatuie (R,F) je trojice (A, R*, FA), kde A je né&jaka
neprazdna tiida, iftkdme ji doména nebo univerzum této struktury. R4 a
FA jsou mnoziny konkrétnich relaci a funkci, které realizuji symboly od-
povidajici signatury. Takze struktura je néjaka konkrétni ,implementace*
signatury, pro jejiz popsani uz potiebujeme mnoziny.

e Jazyk je seznam symbolu, ze kterych budeme moci stavét vyroky, a vzta-

huje k né¢jaké konkrétni signatute. Jazyk potom obsahuje relacni a funkéni
symboly této signatury. Déle musime pfidat informaci, zda to je jazyk s
rovnosti nebo ne. V jazyku s rovnosti muzeme pouzivat symbol ‘=’ ktery
vyjadiuje identitu prvku z domény néjaké konkrétni struktury dané signa-
tury. V kazdém jazyce (nezdvisle na signatute) jsou také symboly, které nam
umoznuji vytvaret logické formule. To znamend naptiklad symboly pro lo-
gické spojky (-, A, V, = | <), kvantifikatory (V,3), proménné (z,y, z,...)
a zéavorky ‘(" a ‘).
Pokud jazyk obsahuje rovnost, tak nam opravdu umoznuje rozhodnout,
zda jsou dva prvky v néjaké konkrétni struktute identické. Pokud bychom
si vzali jazyk bez rovnosti, ktery by mél relaéni symbol ‘=g’ (symbol ‘=" je
rezervovany pro skutecnou rovnost) a nadefinovali jsme pomoci néj identitu
dvou prvku, tak by se to chovali jinak. Podrobnéji tento rozdil uvidime u
axiomu extenzionality.

Jazyk teorie mnozin je (€) s rovnosti, kde ‘€’ je bindrn{ rela¢n{ symbol.

e L-formule je néjaky napis ze symbolu jazyka L splnujici ur¢ita pravidla.
Tyto pravidla zajistuji, Ze formule ddvaji dobry logicky smysl. Napiiklad,
pokud je ¢ formule, potom je (—p) také formule.

e Teorie jazyka L je seznam L-formuli, kterym fikdme axiomy. V teorii
muzeme z axiomu dokazovat pravdivost jinych L-formuli.

Model teorie T' je libovolna struktura jazyka L, kterd spliuje vSechny axi-
omy 7. Je to néjaka konkrétni realizace té teorie. Protoze vSechno co jsme v
T dokézali vyplyva z axiomi, tak to plati i v kazdém modelu 7. Cili doka-
zovat véci v T muzeme bez mnozin, ale abychom se mohli bavit o néjakém
konkrétnim modelu 7', tak mnoziny potiebujeme.

Dalsi ptiklad teorie, se kterou se jesté setkame je teorie realnych cisel. Po
zhrouceni geometrické interpretace matematické analyzy bylo potfeba vymyslet
néjaky formalni systém, ve kterém by se vSechno dokazovalo. Matematici sepsali
seznam vlastnosti, kterd chtéji aby redlna ¢isla méla (axiomy) a na zdkladé téchto
vlastnosti dokazuji vsechno ostatni. Signatura redlnych ¢isel je stejna jako kazdého
jiného usporadaného télesa, tedy (+, —,0,-,1, <), kde + a - jsou bindrni funkéni
symboly, — je unarni funkéni, 0 a 1 jsou konstantni symboly a < je bindrni rela¢ni
symbol. Axiomy redlnych &isel zajistuji, Zze symboly +, —, - a < se chovajf tak,
jak bychom ¢ekali; napt. z +y =y + 2z nebo z <y =z + 2 < y + 2. A posledni,
realnych ¢isel ma nejmensi horni hranici, které fikdme supremum. Této vlast-
nosti se fika uplnost a zlomky ji nemaji. V kapitole o dukazovych technikach
jsme dokazali, ze mnoho odmocnin prirozenych ¢isel neni raciondlnich, takze ra-
cionalni ¢isla jsou ,dérava“.
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Vsechno o realnych cislech se tedy dokazuje z téchto axiomu a vlastni ,imple-
mentace” neni dulezita.

5.3 Axiomy ZF

5.3.1 Axiom extenzionality

Axiom 1. Mnozina neni dana nicim jinym nez svymi proky.
(V2)(zex e zey) = x=uy.

Cesky. Pokud pro mnoziny = a y plati, Ze kazd4 mnozina z je prvkem z, prave

tehdy, kdyz je prvkem y, potom z je stejné jako y.

Je dulezité zminit, ze toto neni definice identity dvou mnozin. Musime vnimat
oddélené dva koncepty. Prvni koncept je nase teorie, ve které muzeme dokazovat
ruzna pravdiva tvrzeni. Je to néco zcela abstraktniho. Druhy koncept je néjaké
konkrétni ,implementace® (model) této teorie. Symbol ‘=" hovoii o identité ob-
jektu, které poskytne ta konkrétni implementace. My ,,zevniti* nasi teorie vibec
netusime, jak by tato implementace mohla vypadat. Ale méame ,zvenci“ poskyt-
nuty symbol =, ktery smime pouzivat. Kazda implementaci ,,vi“, co tento symbol
znamena. Ale nevi, co znamend symbol €. Axiomy jsou néjaké pozadavky, které
musi kazdy model splnovat. Takze tento axiom neni definice identity dvou mnozin,
protoze identita je koncept, ktery je odtrzeny od teorie a ptislusi az konkrétnimu
modelu. Tento axiom vyjadiuje vztah symbolu € a identity a kazdy model bude
muset tento pozadavek splnit. K této myslence se jesté vratime.

Opacné implikace,

r=y = (V2)(ze€xszey),
plati také, ale neni soucésti axiomu extenzionality, protoze vlastné tika
(V2)(z e v & 2z € x),

coz plati pro libovolnou implementaci symbolu €.

5.3.2 Axiom prazdné mnoziny
Axiom 2. FExistuje prazdnd mnoZina, kterou budeme znacit &.
(Fo)(Vr: x ¢ ©).

Cesky. Existuje mnozina & t.z. kazda mnozina = neni prvkem mnoziny &.

5.3.3 Axiom dvojice

Axiom 3. Pro kazZdou dvojici mnozin x a y existuje mnozina d, kterd obsahuje
pravé x ay. MnozZinu d znac¢ime jako {x,y}.

(Vr,y)(3d) : (V2)(z €d & (z=2xV z=y)).

Cesky. Pro libovolnou dvojici mnozin x a y existuje mnozina d t.z. libovolng
mnozina z je prvkem d pravé tehdy, kdyz z = x nebo z = y.

Tento axiom zarucuje i existenci jednoprvkovych mnozin {z} = {x, z}.
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5.3.4 Axiom sumy

Axiom 4. Pro kazZdou mnoZinu x existuje mnozina s, kterd je sjednocenim vsech
mnozin wonit x. Této mnoziné tikame suma mnoZina x a znacime ji |J x.

(Vz)(3s) : (V2)(z €s& (Fyex: z€y)).

Cesky. Pro kazdou mnozinu x existuje mnozina s t.z. libovolnd mnozina z je
prvkem s pravée tehdy, kdyz mnozina x obsahuje néjakou mnozinu obsahujici z.

Nyni muzeme pomoci kombinace axiomu sumy a axiomu dvojice definovat
sjednoceni dvou mnozin a libovolné velkou konecnou mnozinu danou vyctem.

Definice 1. Sjednoceni mnozin x a y definujeme jako x Uy = | J{x,y}.

Definice 2. Mnoziny {x1} a {x1,z2} jsou garantované axiomem dvojice. MnoZinu
{z1, 29, ... 2,} definujeme induktivné jako {xy,xa,...xn_1} U{z,}.

Ukdzka. J{{z1}, {z1, 22}, {z2, 23} } = {@1, 20,23}, U2 = @.

5.3.5 Schéma axiomu specifikace

Schéma znamend, ze se nejednd o jeden konkrétni axiom, ale o nekonecné
mnoho ruznych axiomu, které maji vsechny stejnou strukturu. V tomto pripadé
je mozné za ¢(z) dosadit libovolnou formuli, kterd neobsahuje symbol y.

Axiom 5. Pokud je x mnozina a ¢(z) formule, potom existuje mnoZina vsech
proki z mnoziny x, které spliugi ¢. Tuto mnoZinu znacime {z € x| ¢(z)}.

(Vz)(Ty) : (V2)(z €y & (2 € z Ap(2))).

Cesky. Pro kazdou mnozinu z existuje mnozina y t.z. libovolnd mnozina z je
prvkem y praveé tehdy, kdyz z je prvkem x a navic z spliiuje formuli .

Vsimnéme si, ze schéma axiomu specifikace nam nedovoluje vyrobit mnozinu
vSech mnozin nebo mnozinu vSech krotkych mmnozin, protoze neumoziuje kon-
strukce typu {z|¢(x)}. Pouzitim axiomu vzdy vznikne podmnozina néjaké jiz
existujici mnoziny. Také koneéné muzeme nadefinovat prunik a rozdil mnozin.

Definice 3. Rozdil mnozin x ay je mnoZina x \y:={z € x|z ¢ y}.
Definice 4. Priunik dvou mnozin x a y je mnozina x Ny = {z € x|z € y}.
Definice 5. Mnoziny x a y jsou disjunkini =x Ny = &.

Definice 6. Prinik mnoZiny x je mnozina (z = {z € Jz|Vy €z : z € y}.

Ukdzka. Prunik konetné mnoha mnozin z, zs, . . . x, 1ze zapsat dvéma zpusoby:

ﬂ{xl,xg,...xn}:xlﬂxgﬂ--~ﬂxn.

Prinik nekoneéné mnoha mnozin uz ovSsem lze udélat pouze jako prunik ne-
konecné mnoziny x.

Pozndmka. Pii jinych definicich pruniku mnoziny z se casto uvadi podminka,
ze x musi byt neprazdnd. Ovsem pii této definici plati (@ = |J@ = @, coz je
prijatelné chovani.
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5.3.6 Axiom potenc¢ni mnoziny

Pripomenme si, nyni trochu formalnéji, definici podmnoziny.
Definice 7. Zapis y C x je zkratka pro formuli (Vz)(z € y = z € x).
Axiom 6. Pro kaZdou mnoZinu x existuje mnozina vsech jejich podmnozin. Této
mnoziné fikame potencni mnoZina mnoziny x a znacime ji P(x).

(Vz)(3p) : (V2)(z € p < 2z Cx).

Cesky. Pro kazdou mnozinu z existuje mnozina p t.z. libovolnd mnozina z je
prvkem p pravé tehdy, kdyz z je podmnozinou .
Pozorovdni. Potenctni mnozina a suma jsou svym zpusobem opaé¢né operace:

zCx=z¢€P(x), ZEQ::>ZQU:U, UP(x):xQP(Ux)

5.3.7 Schéma axiomu nahrazeni

Axiom 7. Kdyz si vezmu libovolné zobrazeni f a mnoZinu vzoru A, tak mnoZina
obrazi B = f[A] je také mnozina. Formdlné, je-li 1(x,y) formule, kterd neobsa-
huje volné proménné yi,y> a b, potom formule

(V) (Vy1,92) (D (90) A (,90)) = 11 = 3o) =
(Ya)(3b) : (V) (y € b & (32)(w € a A Y(z.9))
je aziom. Formule ¥(x,y1), resp. ¥(x,y2) vzniknou z formule (x,y) substituct
proménné y,, resp. ys 2a Y.

Cesky. Prvni ¢ast tohoto axiomu ik, ze t(x,y) se ma chovat jako zobrazeni
y = f(x). Ve druhé poloviné zna¢i ¢ mnozinu vzoru a b mnozinu obrazu, které
témto vzorum odpovidaji.

Pozorovdni. Pokud za v(x,y) zvolime formuli x = y A ¢(y), tak je prvni cast
axiomu nahrazeni splnéna. Tedy plati, ze

(Va)(3b) : (Vy)(y € b (Fz)(z € a Az =y Ap(y))),

coz je jen trochu jinak zapsany axiom specifikace.

5.3.8 Axiom fundovanosti

Axiom fundovanosti jednoduse feceno zakazuje ,,divné“ mnoziny.

Axiom 8. KaZda neprdzdnda mnozina obsahuje néjakou mnozinu, kterd je s ni
disjunktni.

Ve #2)Jyex): (zNy=29).
Dusledek. Neexistuje mnozina a spliujici a € a.

Diikaz. Pro spor necht a je divokd. Potom mnozina {a} nespliuje fundovanost,
protoze a € a a zarovell a € {a}, takze a € a N {a}. Q

Dusledek. Neexistuje dvojice mnozin a,b takova, ze a € b a b € a. Tentokrat
porusi fundovanost mnozina {a, b}.

Tento axiom nam zarucuje, ze v ZF nemuze vzniknout Russeluv paradox,
protoze vylucuje moznost existence divokych a dalsich divnych mnozin. Také z
néj vyplyva, ze v ZF neexistuje mnozina vSech mnozin, protoze ta by urcité byla
divoka.
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5.3.9 Axiom nekonec¢na
Nejprve definujeme néslednika mnoziny n jako S(n) == n U {n}.
Axiom 9. Fuxistuje nekonecnd mnozina s néjakou konkrétni strukturou.
(Jw) : (@ € wA (Vn)(n € w= S(n) € w)).

Cesky. Existuje mnozina w obsahujici prazdnou mnozinu. Navic mé tato mnozina
tu vlastnost, ze pokud do ni nalezi n, tak do ni nalezi i naslednik n.

Pozndmka. Mnozina vSech ptirozenych ¢isel se definuje jako nejmensi mnozina s
touto vlastnosti.
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6 Velikost nekoneénych mnozin

6.1 Definice zakladnich pojmi

Nez se pustime do matematiky teorie mnozin, tak budeme muset definovat
nékteré zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat. Jako prvni definujeme
uspotradanou dvojici, coz je struktura, na které bude stat vsechno ostatni. Budeme
chtit, aby jednoznaé¢né urcovala svuj prvni i druhy prvek.

Definice 8. Usporddand dvojice (a,b) je mnozina {{a},{a,b}}. Uspordidanou
n-tici (ay, ag, . . . a,) potom definujeme induktivné jako (ay, (as,as,...a,)).

Pozorovdni. Necht p = (a,b) = {{a}, {a,b}}. Ozna¢me P, resp. S prunik, resp.
sjednoceni mnozin uvniti p. Vsimnéme si, Ze naSe definice usporadané dvojice
jednoznaé¢né urcuje svuj prvni a druhy prvek jako

{a} =P, {b}={zxeS|P#S = x¢ P}

Definice 9. Kartézsky soucin dvou mnozin A a B je {(a,b)|a € ANb € B}.
Problém opét je, Ze jsme tento zpusob konstrukce mnozin zakdzali. Ale podle de-
finice @ je uspordadand dvojice (a,b) mnozZina, takzZe kartézsky soucin muzeme
definovat ekvivalentné jako

AxB={xeP(P(AUB))|3ac AJb e B:z=(a,b)}.
Kartézsky soucin n mnozin Ay, Ao, ... A, definujeme rekurzivné jako
Ay X x A=A x (Ag x - x Ay) ={(a1,...a,) |Vi:a; € A}
Pokud jsou mnoziny Ay, ... A, stejné, potom jejich kartézsky soucin znacime A™.

Definice 10. Bindrni relace R mezi mnozZinami A a B je libovolnd podmnoZina
A x B. Piseme aRb pokud (a,b) € R a ¢teme ,a je v relaci R s b“. Pokud A = B,
potom Tikame, Ze R je relace na A.

Definice 11. Bindrni relace R na mnoziné A je
1. reflexivni =Vx € A : xRz,
2. antisymetrickd =Vz,y € A,x #y: (tRy — —wyRz),
3. tranzitivni =Vx,y,2 € A: xRy NyRz — xRz,
4. usporadani na A = R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Definice 12 (CUM). Cdstecné usporddand mnozina (CUM) je uspoiddand dvo-
jgice (A, R), kde A je mnozZina a R je néjaké uspordddni na A. Rekneme, Ze pruky
x,y € A jsou porovnatelné, pokud xRy nebo yRx.

Definice 13. KazZdému usporaddini < na mmnoziné A priradime relaci < na A
definovanou jako Vexyy € A:x <y =x < yAx #y. Vimnéme si, Ze < neni
uspordddni, protoze nent reflexivni. Rekneme, zZe v CUM (A, <) je prvek x € A

1. minimdlni = Py € A:y < z,
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2. nejmensi =Vy € A:x <y,
3. mazimdlni =Py € A x <y,
4. nejuétsi =Vy € Ay < x.

Pozorovdni. Pokud je néjaky prvek nejmensi, resp. nejvétsi, tak je i minimalni,
resp. maximalni, ale obracené to uz platit nemusi. Podivejme se na tfeba na relaci
deélitelnosti | na mnoziné {1,...12} definovanou jako a | b = a celociselné déli b
a vSimnéme si, ze to je usporadani. Prvek 1 je nejmensi i minimalni, protoze
cokoliv je délitelné jednickou. Prvky 7, 8, 9, 10, 11 a 12 jsou maximalni, protoze
nedéli nic dalsiho, ale zadny z nich neni nejvétsi. Pokud by tieba prvek 12 mél
byt nejvétsi, potom by muselo platit 5 | 12, coz neni pravda.

Definice 14. Rekneme, Ze uspordddni < na mnoziné A je
1. linedrni (iplné) = kazdé dva proky A jsou porovnatelné pomoci <,
2. dobré = je linedrni a navic kazda B C A md nejmensi prvek vuci <,
3. hustée =Vr,yc A, x<ydzeA:x<z<uy.

Pokud je < linedrni, resp. dobré usporaddni mnoziny A, tak tikame, Ze (A, <)
je linedrné, resp. dobre usporadand mnozina.

Nize je uvedeno nékolik znamych usporadani a jejich vlastnosti.

e (N, <) Prirozen4 ¢isla se standardni interpretaci < jsou dobfe usporadand
mnozina. Jeji nejmensi prvek je nula.

e (Z, <) Standardni uspotradani celych ¢isel je iplné, ale neni dobré, protoze
viuci < neexistuje nejmensi celé ¢islo.

e (Z, =) Usporadani =z <y = (Jz| < |y|]) V (Jz| = |y| Az < y) celych &isel je
dobré. Toto usporadani vypada nasledovné: 0,—-1,1,—-2,2, —3,3, ...

e (Q, <) Standardni usporadani racionélnich ¢isel je uplné a husté, ale neni
dobré, protoze Q nema zadny nejmensi prvek vuéi <. Totéz plati pro (R, <).
Dokonce ani nevime, jestli néjaké dobré usporadani redlnych cisel existuje.

e (NT,|) Pfirozend ¢isla bez nuly spolu s relaci délitelnosti jsou castecné
usporadani. Toto usporddani nemé zadny maximalni prvek, ale zato ma
nejmensi prvek, a sice jednicku.

e (P(A), C) Potenéni mnozina libovolné mnoziny A spolu s inkluzi je ¢astecné
usporadané mnozina. V tomto uspotadéani je prazdna mnozina @ nejmensi
prvek a A nejvétsi prvek.

o (X*, <ppx) Lexikografické usporddani koneénych fetézcti nad abecedou ¥
je dobré uspotradani. Nejmensi prvek je prazdny fetézec. V poradi tohoto
uspotradani jsou serazena napiiklad slova ve slovniku.
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Definice 15. Zobrazeni (funkce) z mnoziny X do mnoziny Y je bindrni relace f
mezi X a'Y splnujici
Vee X)3lyeY):afy,

tedy kazdyj vzor md prdvé jeden obraz. Rikdme, Ze funkce f zobrazuje mnozinu X
na mnozinu Y a piseme f: X — Y. Misto x fy piseme f:x+— y nebo f(x) =y.

Kromé béznych matematickych funkei jako sinus, kosinus, polynomy atd. exis-
tuje sousta dalsich uzite¢nych funkci. Naptiklad

e pocet prvku spocetné mnoziny : P(N) - NU {oo},

-1, =<0,
e znaménkovd funkce sgn : R — {—1,0,1}, x+— <0, 2=0,
1, x> 0.

Definice 16. Zizeni funkce f : A — B na mnozinu R C A je funkce
flg: R— B, x— f(z).
Definice 17. Funkce f : X —'Y je
1. prosta (injekce) =Vry,w9 € X 111 # 29 = f(11) # f(22),
2. na (surjekce) =Vy € Yz € X : f(x) =y,
3. bijekce = je prostd a na, tedyVy € Y Iw € X : f(z) =vy.

Definice 18. Posloupnost (a,) je zobrazeni f : N — A. Jde o zobecnéni pojmu
usporddané n-tice pro nekonecné n. Piseme (a,) € A.

Definice 19. Indexovand rodina mnozin (X;);er je zobrazend f : I — X, kde I
je mnozina indext a X je mnoZina indexovanych mnozin.

Definice 20. Kartézsky soucin indexované rodiny mnozin (X;)er je

[1x: = {f:I%UXiIVieI:f(i)EXZ}.

il i€l

Jde o zobecnéni poymu kartézského soucinu pro libovolné mnoho mnozin.
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6.2 Kardinalita

Kardinalita je néco jako velikost mnoziny. Kardinalitu konecné mnoziny defi-
nujeme jako pocet jejich prvku. Takze kardinalita mnoziny {1,2,3} je 3. Kardi-

vvvvvv

vSech prirozenych c¢isel méla vétsi kardinalitu nez libovolna koneéna mnozina.
Ale soucasné chceme umeét porovnavat kardinalitu ruznych nekoneénych mnozin.
Rekneme, ze dvé mnoziny majf stejnou kardinalitu, pokud mezi nimi existuje bi-
jekce. Tedy pokud muzeme prvky prvni mnoziny vzajemné jednoznacné sparovat
s prvky druhé mnoziny.

Definice 21. Kardinalitu (mohutnost) mnoziny A oznacime |A|. Pro mnoZiny A
a B definujeme relace

1. |A| = |B| = existuje bijekce f: A — B,

2. |A| <|B| = existuge prosté zobrazeni f : A — B,

3. |Al < |B| = |A| # |B| a soucasné |A| < |B|.
Pokud |A| = |B|, tak piseme A ~ B.

Pozorovdni. Pokud A C B, potom |A| < |B|.

KardinalitAm mnozin se iik& kardindlni ¢isla, jsou to 0 < 1 < 2 < -+ <
Ny < Ny < Ny < ---. Kardinalni ¢isla koneénych mnozin jsou piirozend cisla.
Ptirozena ¢isla jsou N = {0, 1,2, ... }. Zjevneé jich je nekoneéné mnoho, takze jejich
kardinalita nemuze byt zadné prirozené cislo. Proto zavedeme nové kardindlni
¢islo Rg := |N|. Déle definujeme X, jako nejmensi kardinélni ¢islo vétsi nez N,,.
D4 se ukazat, ze neexistuje zaddné mensi nekonecéné kardinalni ¢islo nez |N|, takze
nase definice N je validni. Pofdd jsme ale neukazali, Ze existuje kardinalni ¢islo
vetsi nez N.

6.3 Kardinalita prirozenych cisel

Piestoze se na prvni pohled muze zdat, ze sudych prirozenych ¢isel je méné nez
vSech prirozenych ¢isel, tak to neni pravda. Suda ¢isla lze jednoznaéné ocislovat
napfiiklad pomoci bijekce f : n — 2n. Pokud lze mnozinu oc¢islovat, potom fikdme,
Ze je spocetna.

Definice 22. Mnozina M je
1. spocetna = |M| < |N|,
2. spocetné nekonecnd = |M| = |N|.
3. mespocetnd = |M| > |N|,

Mozna ponékud prekvapivé tvrzeni je, ze racionalni ¢isla jsou spocetnd. Tedy
tvrdime, ze prirozenych cisel je stejné jako vSech zlomku.

Tvrzeni 1. Mnozina raciondlnich c¢isel Q je spocetné nekonecnd.
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Diikaz. Podivejme se na zobrazeni f: Q — N, f: ¢ — 2lal 3b 51+sen(a/b) Diky jed-
noznacnosti prvociselného rozkladu prirozenych ¢isel je f prostd, takze |Q| < |N].
Ale kardinalita raciondlnich ¢isel ur¢ité nemuze byt konecnd, tedy |Q| = |NJ.

Toto tvrzeni jesté zobecnime na néco mnohem mocnéjsiho. V§imnéme si, ze ra-
cioldni ¢isla jsou vlastné uspotrddané trojice (a, b, s), kde a,b € Na s € {—1,0,1}.
Predchozi tvrzeni vlastné iika, ze mmnozina vsSech téchto usporadanych trojic
je spocetna. Co kdyby to nebyly trojice, ale n-tice? Bude jich pordd spocetné
mnoho? Nejprve ale budeme muset dokazat pomocné lemma hovorici o kardina-
lité prvocisel.

Lemma 2. MnozZina vsech prvocisel P je spocetné nekonecnd.

Dikaz. P C N, takze P je spocetna. Stac¢i ukézat, ze je nekonecéna. Pro spor
predpokladejme, Ze neni. Potom existuje néjaké nejvétsi prvocislo p € P. Nyni
definujeme cislo P jako soucin vSech prvocisel plus jedna

P::l—i—Hq.

Vsimnéme si, ze Vg € P: P =1 (mod q), takze P je prvocislo a navic P > p, coz
je spor s tim, ze p je nejvétsi prvocislo.
d

Veéta 3. Kartézsky soucin koneéné mnoha spocetnijch mnoZin je spocetny.

Diikaz. Ozna¢me dané mnoziny Aj, As, ... A, a jejich kartézsky soucin K. Déle
definujme A := {A;, As, ... A,}. Chceme udélat podobny argument jako v dukazu
tvrzeni [I} ale namisto prvocisel 2, 3 a 5 pouzit néjakych n prvocisel. Vsechny
zadané mnoziny jsou spocetné, tedy existuje o¢islovani jejich prvku ptirozenymi
¢isly. Oznacme ¢; cislovaci funkci pro A;. Zadanych mnozin je koneéné mnoho,
tedy existuje prosté zobrazeni ¢ : A — P. Nakonec definujme zobrazeni

fiK =N, fi(ag,ag,...a,) = ¢(A)P1) G(Ay)%2(a2) . p( A, )enlan),

7 toho, ze zobrazeni ¢ a ¢islovaci funkce @1, @o, ... @, jsou prosté, plyne, ze zob-
razeni f je také prosté. Takze |K| < |N|, tedy K je spocetny.
d

Pozndmka. Jiny zpusob jak dokazat vétu [3 je ukazat, ze kartézsky soucin dvou
spocetnych mnozin je spocetny, z ¢ehoz lze tuto vétu dokazat indukci.

Pokud bychom méli spocetné nekoneéné mnoho spocetnych mnozin a kazda
z nich obsahovala alespon dva prvky, potom by jejich kartézsky soucin uz byl
nespocetny. V dalsi sekci toto tvrzeni nepiimo dokazeme.
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6.4 Kardinalita realnych c¢isel

Uz je na case polozit si otazku, zda existuje néjaka mnozina s kardinalitou
vetsi nez maji prirozend cisla. Jednou takovou mnozinou jsou napiiklad realna
c¢isla. Je zajimavé, ze raciondlni ¢isla jsou spocetna, ale kdyz k nim piidame i ¢isla
iracionalni, tak dostaneme nespocetnou mnozinu. Dokonce plati, ze redlnych ¢isel
v libovolném intervalu je vice nez vSech pfirozenych cisel.

Definice 23. Interval je libovolnd podmmnozina redlnych c¢isel J C R spliugici
[J[>2 AN (Veyedaxz<y(VzeR):(z<z<y = z€J).

Pozndmka. Standardni definice intervalu jeho mohutnost nijak neomezuje, takze
povoluje i ,zdegenerované“ jednoprvkové a prazdné intervaly. Nam ale toto ome-
zeni usnadni zivot, protoze nebudeme muset o kazdém intervalu explicitné rikat,
ze neni zdegenerovany.

Definice 24. Rekneme, Ze podmnozina redlnych éisel G C R je

1. zdola omezend = (Ja € R)(Vx € G) 1 a < xz,
2. shora omezend = (b € R)(Vz € G) : = < b,

3. omezend = je zdola omezend v shora omezend.

Tvrzeni 4. MnoZina redlnych éisel je nespocetnd, tedy |R| > |N|.

Diikaz. Uvédomme si, ze ndm staci vyvratit existenci bijekce mezi realnymi ¢isly
v intervalu [0, 1) a pfirozenymi ¢isly, takze od tohoto okamziku myslime redlnymi
¢isly tento interval. Pro nase ucely bude jednodussi, pokud budeme o realnych
¢islech uvazovat ve dvojkové soustavé. Potom je pro nas realné ¢islo prosté néjaka
spocetné nekone¢nd posloupnost jednicek a nul. Oznaéme p;(z) i-tou ¢islici v této
posloupnosti pro realné ¢islo x.

Pro spor predpoklddejme, ze existuje bijekce f: N — [0, 1). Sestrojime nové
redlné ¢islo r a ukdzeme, ze nemd vzor, takze f neni bijekce. Cislo r definujeme
tak, ze ur¢ime vSechny jeho ¢islice jako o;(r) :== 1 — ;(f(4)). Lidskou feéi: pokud
chci 2-tou ¢islici r, tak se podivam na ¢-tou ¢éislici i-tého redlného ¢isla a vezmu si
jeji opak. Tim zajistime, ze r se lisi od vSech oc¢islovanych redlnych ¢isel v alespon
jedné ¢islici, tedy Vn € N : f(n) # r, coz je spor s tim, ze f je bijekce.

d

Lemma 5. Ezistuje bijekce f :]0,1) — (0, 1).

Diikaz. Chteéli bychom udélat identitu, ale nula by neméla obraz. Proto definujeme

1 _
9 Z’—O,
fir—=<{=ty =L neN
. 2n+17 _2n7 9
x, jinak

Cili f(0) =1/2, f(1/2) = 1/4, f(1/4) = 1/8 atd. Ostatn{ prvky se zobrazi samy
na sebe. Spocetnou mnozinu zapornych mocnin dvojky jsme v podstaté ,,posunuli
o jedna®, ¢imz ndm vznikl nevyuzity obraz 1/2, na ktery jsme zobrazili nulu.

3
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Pozorovani. Podobnym trikem lze ukdzat (0,1) ~ (0,1] ~ [0,1) ~ [0, 1].

Dusledek. Vsechny omezené intervaly realnych ¢isel maji stejnou mohutnost.

Diikaz. Existuji ¢tyfi druhy omezenych intervalu, a sice (a, b), (a, b}, [a,b) a [a, b].
Nejprve se zamérime pouze na oteviené intervaly. VSimnéme si, ze zizeni linearni
funkce f|(4,p splijici f(a) = c a f(b) = d je bijekce mezi (a,b) a (c,d). Tedy
(a,b) ~ (0,1). Po zopakovéni tohoto procesu pro ostatni druhy omezenych inter-
valu ziskdme (a,b) ~ (a,b] ~ [a,b) ~ [a,b].

4

Véta 6. Vsechny intervaly redlnych cisel maji steynou mohutnost jako R.

Dukaz. Uz jsme ukazali, ze vSechny omezené intervaly realnych ¢isel maji stej-
nou mohutnost. Funkce tangens je bijekce mezi (—m/2,7/2) a R, takze omezené
intervaly maji stejnou mohutnost jako R. Nyni necht I je libovolny omezeny a
J je libovolny neomezeny interval. Vsimnéme si, ze |I| < |J|, protoze kazdy neo-
mezeny interval obsahuje néjaky omezeny interval jako podmnozinu. Tedy plati
IR| = |I]| < |J| < |R]| z ¢ehoz plyne |I| = |J| = |R|, coz dokazuje tuto vétu.

d

Dukaz tohoto zasadniho tvrzeni byl pomérné zdlouhavy a nepiijemny. Pozdéji se
budeme bavit o takzvaném axiomu vybéru, pomoci kterého lze dojit ke stejnému
vysledku mnohem snaz. Problém je, ze axiom vybéru nemusime vzdy povazovat
za pravdivy, takze by nas diukaz fungoval pouze v axiomatickych systémech s
axiomem vybéru. Vlastné bychom dokazali néjakou méné univerzalni pravdu.

6.5 Jak generovat velké mnoziny

Operace potenéni mnoziny ndm umozinuje vyrobit z libovolné stavajici mnoziny
néjakou jinou, vétsi mnozinu. Podivejme se na nékolik prikladu potenénich mnozin:

) = {2},
)=1{2,{1}},
) =

)=

P(@

P({1}
P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1, 2}},

P({1,2,3}) = {@. {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Melo by byt vidét, ze P(A) obsahuje mnohem vice prvki nez A a ze |P(A)]| je
vzdy néjakd mocnina dvojky.

Lemma 7. Pro kazdou konecnou mnozinu A plati |P(A)| = 214l

Diikaz. Ozna¢me n mohutnost mnoziny A. Mnozina A je kone¢nd, takze muzeme
bez Ujmy na obecnosti predpoklddat, ze A = {k € N|1 < k < n}. Kazdd
podmnozina B mnoziny A je jednoznac¢né urc¢ena usporadanou n-tici nul a jednicek,
kde jednicka na k-té pozici znamena k£ € B. VsSimnéme si, Ze tento vztah je
vzajemné jednoznacny, takze pocet vSsech podmnozin A je stejny jako pocet téchto
uspotradanych n-tic, coz je 2™. o
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Tvrzeni 8. Redlnd ¢isla a potenéni mnozZina prirozenych ¢isel maji steynou kar-
dinalitu.

Diikaz. 'V dikazu tvrzeni|d jsme o redlnych cislech premysleli jako o nekonecnych
posloupnostech nul a jednicek. Déle, za pouziti podobného argumentu jako v
dukazu lemmatu [7] muzeme libovolnou podmnozinu pfirozenych ¢isel popsat ne-
kone¢nou posloupnost nul a jednicek. Tedy existuje bijekce mezi redlnymi ¢isly
v intervalu [0, 1) a podmnozinami pfirozenych ¢isel. A jak jsme jiz konstatovali
vyse, existuje bijekce [0,1) — R. Z ¢ehoz plyne, ze existuje bijekce P(N) — R,
coz dokazuje toto tvrzeni. 0

Pozndmka. Tento dukaz neni zcela korektni, ignoruje totiz skutecnost, ze néktera
realna ¢isla maji vice bindrnich zépisu. Napiiklad jednu polovinu lze zapsat jako
0.1, ale také jako 0.0111. ... Podobné jako v desitkové soustaveé plati 1 = 0.999. ...

Vime, ze |N| = Xy a ukdzali jsme |R| = |P(N)| > |N|, tedy |R| > R;. Bohuzel
nevime, zda |R| = 8. Tvrzeni, ze tato rovnost plati se nazyva hypotéza kontinua.
Lze dokézat, ze v soucasné standardni axiomatizaci matematiky neni mozné tuto
hypotézu dokazat. Ekvivalentni tvrzeni iika, ze kazda podmnozina realnych ¢isel
je bud koneénd, spocetné nekonecénd, nebo mé stejnou kardinalitu jako redlna
cisla.

Vidéli jsme, ze potencni mnozina konecné mnoziny je vétsi nez puvodni mnozina.
Totéz platilo pro mnozinu prirozenych ¢isel. Cantorova véta tika, ze to plati
obecné. Coz nam umoznuje pomoci opakované aplikace potenctni mnoziny kon-
struovat mnoziny se stale vétsi a vétsi kardinalitou.

Véta 9 (Cantorova). Pro kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)].

Dikaz. Pro spor predpoklddejme, ze existuje bijekce f : A — P(A). Definujme
mnozinu 7' = {a € Ala ¢ f(a)}. Nyni pro kazdy prvek ¢ mnoziny A nastane
jedna ze dvou situaci:

WeT = a¢ fa) = T+ f(a)
a¢T = ac fla) = T # f(a).

V kazdém piipadé T' # f(a), takze T nema vzor, coz je spor s tim, ze f je bijekce.

Disledek. Neexistuje zadné nejvetsi kardinalni ¢islo.

Pomoci potenéni mnoziny muzeme vyrdabét neustale vétsi a vétsi mnoziny.
Pokud za¢neme s néjakou koneé¢nou mnozinou, tak muzeme aplikovat potencéni
mnozinu kolikrat chceme, ale jeji mohutnost zustane koneénd. Nejmensi nekoneéné
kardinalni ¢islo Ny je zkratka nedosazitelné z jakéhokoliv mensiho kardinalniho
¢isla. Ovsem, pokud uz méame néjakou nekoneé¢nou mnozinu, tak ndm potenéni
mnoziny dovoluji vyrabét porad vétsi a vétsi nekoneéné mnoziny.

Dusledek. Neexistuje mnozina vSech mnozin.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, ze mnozina vSech mnozin existuje a nazvéme ji
M. Podle Cantorovy véty plati [M| < |P(M)|. Ale M je mnozina vSech mnozin,
takze P(M) C M, z ¢ehoz plyne |P(M)| < |M], coz je spor.

d
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