Stirlingtv vzorec

Stirlinguv vzorec n! = v2mnn"e " je asymptotickd aproximace faktorialu.
Vétsina dobfe znamych dukazu se spoléhd na pouziti urcitych integralu. Nize
predvedeme dukaz, ktery pouziva pouze limity a derivace. Kromé Stirlingova
vzorce odvodime i asymptotickou aproximaci binomického koeficientu (2:)

Definice 1. Definujeme (2n)!! =2-4-6---(2n) a 2n—1)!1:==1-3-5--- (2n—1).
Pozorovani. Ziejme (2n)!!(2n — D!l = (2n)! a (2n)!! = 2" nl.
Tvrzeni 1 (Wallisuv produkt). Plati
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Diikaz. Vyjdeme z Taylorovy fady pro sin(x) a prepiseme ji.
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Tento polynom je roven nule pravé kdyz sin(z)/z = 0, tedy kdyz z = kx pro
néjaké 0 # k € Z. Jeho koteny tedy jsou w, — m, 2w, — 27, ... a jeho absolutni

¢len je 1. Proto jej muzeme piepsat na

sinx(-f) ~(1-2)(+2)(1-52) (1 +52)

2 2 o0 2

(T I 1 (]

n—

Dosazenim hodnoty 7/2 do tohoto vztahu ziskdme Wallisuv produkt
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Pozndmka. Porovnanim koeficienttim u 22 bychom obdrzeli 1+
2n 4"
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Diikaz. Ekvivalentnimi upravami dostaneme
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Musime tedy ukézat, ze P(n) = (2(’; )1)” ~ 1/y/mn. Z Wallisova produktu méme
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coz dokazuje toto tvrzeni.
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Tvrzeni 3. Posloupnost a,, .= ———— md kladnou vlastni limitu.
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze (a,) je klesajici, a pak, ze je zdola omezena néjakym
kladnym ¢éislem. V§imnéme si, ze
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Déle definujeme b,, :== In(a,). Potom
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Zavedeme novou proménnou k, takovou, aby ”TH = % To ndm pomuze, protoze
1

budeme moci pouzit rozvoj na Taylorovu fadu. Tuto podminku spliuje k = 5.
Talkze 2 1 1 1 1+k
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Rozvojem na Taylorovu radu ziskame
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Nyni mame
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Z ¢ehoz plyne, ze posloupnost (b,,) je klesajici; logaritmus je monotonni funkce,
takze i (a,) je klesajici. Budeme pokracovat v upraviach a ukazeme, ze je i ome-
zend. Vyuzijeme faktu, ze 0 < k < 1:
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a posloupnost (bn — ﬁ) je rostouci. Tedy
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Coz dokazuje, ze posloupnost (a,) mé kladnou vlastni limitu.
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Nyni uz vime, ze n! roste (az na konstantni ndsobek) jako /nn"e ™. Pro

nalezeni této konstanty budeme potiebovat nasledujici lemma.
4n )2
Lemma 4. lim —=oy = V.
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Diikaz. Vyjdeme z Wallisova produktu
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Rozsitenim zlomku a upravou dvojitych faktorialu mame
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Véta 5. A= lim a, = lim ———— = v/27.
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Diikaz. Vyjdeme z limity odvozené v predchozim lemmatu:
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Disledek. Ziskavame Stirlinguv vzorec n! ~ vV27mn (E> .
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Zdroje

O tomto dukazu jsem se dozvédél od Mgr. Dominika Becka, ktery mi ukazal
trik s Wallisovym produktem. Wallistv produkt se casto dokazuje pomoci urcitych
integralu, my jsme jej dokazali pomoci Taylorova rozvoje, ovsem existuje jesté
elementarnéjsi dukaz. Johan Wistlund totiz dokazal Wallisuv produkt pouze za
pouziti zékladni algebry, viz |2|. Dukaz existence limity pochézi z [1].
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