JEDNODUCHY DUKAZ STIRLINGOVA VZORCE

JAKUB SMOLIK

Stirlingtiv vzorec n! = /2rnn"e™" je asymptotickd aproximace faktoridlu. Vétsina dobte
znamych dukazu se spoléhd na pouziti uréitych integrali. Nize predvedeme dikaz, ktery pouzivéd
pouze limity a derivace. Kromé Stirlingova vzorce odvodime i asymptotickou aproximaci bino-
mického koeficientu (2:)

Definice 1. Definujeme 2n)!l:=2-4-6---(2n) a 2n—1)!1:=1-3-5---(2n — 1).
Pozorovani 2. Zrejmée (2n)!1(2n — 1) = (2n)! a (2n)!! = 2" nl.
Tvrzeni 3 (Wallisuv produkt). Plati

, (2n)!12 2 2 4 46 6 m
hm ............. = —,
n—00 (2n—1)!!2(2n—|—1) 1335657 2
Dikaz. Vyjdeme z Taylorovy fady pro sin(z) a prepiSeme ji.
sin(x) z?2 2t af
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Tento polynom je roven nule pravé kdyz sin(x)/x = 0, tedy kdyz x = kx pro néjaké 0 # k € Z.
Jeho kotreny tedy jsou w, — m, 2w, — 2w, ... a jeho absolutni ¢len je 1. Proto jej lze prepsat jako
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Dosazenim hodnoty 7/2 do tohoto vztahu ziskdme Wallisuv produkt
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Pozndmka. Porovnanim koeficientim u z* bychom obdrzeli 1 + 7] + 2 4= R
n
Tvrzeni 4. <2n) ~ 4 .
n VTN
Dukaz. Ekvivalentnimi ipravami dostaneme
1 /2n\  (2n)!  (@)!!2n-D1)!  (2n-1)!
4n\ n ) 4rplnl (27n!)2 S (@2t
Musime tedy ukdzat, ze P(n) := (2(271)1”” ~ 1/y/mn. Z Wallisova produktu mame
1m = llm ——«— = —.
n—00 (2n — 1)!!2(2n + 1) n—00 (2n + 1)P2(n) 2
Takze
2 2 1
Pz(n) ~————— = P(n)~ V2 ~ ,
m(2n + 1) m(2n+1) /7

coz dokazuje toto tvrzeni. O
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n!
Lemma 5. Posloupnost a, := ——— md kladnou vlastni limitu.
Vnnte "
Dukaz. Nejprve ukdzeme, ze (a,) je klesajici, a pak, ze je zdola omezena néjakym kladnym
¢islem. Vsimnéme si, ze

2n+1
an n! Vn+l(n+1)""e ™t V41 (n+1)" 1(n+1 2
ant1  /nnte " (n+1)n! - n n"e e\ n
Daéle definujeme b, := In(a,). Potom
2 1 1
bn—bn+1:ln< an >: n ln<n+ >—1.
Gnp4-1 2 n
Zavedeme novou proménnou k, takovou, aby "TH = % To ndm pomuze, protoze budeme moci
pouzit rozvoj na Taylorovu fadu. Tuto podminku spliiuje k = ﬁ Takze
2n+1 n+1 1 1+k
bp — bpy1 = 1 —1=—In[—) -1
n Tl =T n( n ) 2k n<1k>

Rozvojem na Taylorovu fadu ziskdme

mcf:) —In(1 + k) — In(1 — k) =

k3 k5 0 inJrl
= ... =2 .
(55 ) =22 g

Nyni mame

1 1+k Sy ot 2 k%
by —bpt1 = —1 —1= —-1= > 0.
n T O T ok n<1—k> §2i+1 ;22'—1—1
Z ¢ehoz plyne, ze posloupnost (b,) je klesajici; logaritmus je monotonni funkce, takze i (a,)
je klesajici. Budeme pokrac¢ovat v upravach a ukazeme, Ze je i omezend. Vyuzijeme faktu, ze
0<k<1:

S k% o 21 2 o 21—2 2 S 21
bn—bn+1:22i+1<2k =k Zk: =k Zk =
=1 i=1 i=1 =0
kK 1 _ 1 B
== — — =
L=k (2n+1)2 (1 - m) (2n+1)* -1
1 1 1 1

T 2m(2n+2) 4dn(n+1) 4n  A(n+1)

Takze

1 1
by — — < bpg — ————
" S T i)

a posloupnost (bn — ﬁ) je rostouci. Tedy

1 1 3
bn>bn_@>bl_121 = an>€0'75.
Coz dokazuje, ze posloupnost (a,) ma kladnou vlastni limitu. O

Nyni uz vime, ze n! roste (az na konstantni nasobek) jako y/nn"e ™. Pro nalezen{ této
konstanty budeme potiebovat néasledujici lemma.
4 n)?
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Diikaz. Vyjdeme z Wallisova produktu

. (2n)!!2 T
lim = —.
n—oo (2n — H)I12(2n+1) 2

Rozsifenim zlomku a tUpravou dvojitych faktoridli mame

(2n)!12(2n)!12 241 p 4
lim =lim ——————— = —.
n—oo (2n)!12(2n — DHN2(2n + 1) n—oo (2n)12(2n+1) 2

Odmocnénim dostaneme

3

4" n)? T 47 n12\/2 4" nl?
lim ——r— =/~ = lim ————— = lim ————— = /7. O
n—oo (2n)\/2n 4+ 1 2 n—oo (2n)ly/2n +1  n—oo (2n)l/n
- o . n! B
Véta 7. A= nh_{go Gp = nh_)nolo W = /2.

Dukaz. Vyjdeme z limity odvozené v predchozim lemmatu:

n!

2
N2
4" )2 ) ¥ <\/ﬁn”e_”> (Van"e™)

V7= lim = lim -
n—00 1/MN (27],)‘ n—00 (2%)' o —9
n V2n (2n)"e 4"
f\/2n (2n)2ne—2n (2n)
4" A2 pp2re—2n A
= lim = lim —.
n—00 \/n A\/2n (2n)?ne=2n  n—oo V2
Takze A = +/2m. O
n
Disledek 8. Ziskdvdme Stirlingiv vzorec n! ~ v2mn (B> .
e
ZDROJE

O tomto dukazu jsem se dozvédél od Dominika Becka, ktery mi ukézal trik s Wallisovym
produktem. Wallistiv produkt se vétsinou dokazuje pomoci integrali, my jsme jej dokazali pomoci
Taylorova rozvoje, ovem existuje jesté elementarnéjsi dikaz. Johan Wastlund [2] totiz dokazal
Wallisuv produkt pouze za pouziti zdkladni algebry. Dikaz existence limity pochazi z [1].

[1] Charles H.C. Little, Kee L. Teo a Bruce. van Brunt. Real Analysis via Sequences and Series.
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