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Uvod
Tato seminarni prace se vénuje zakladnim poznatkiim z oblasti studia prvociselné funkce,

gama funkce, Dirichletovy eta-funkce, Riemannovy zeta-funkce a Riemannovy hypotézy. Vybral

jsem si toto téma, protoze blizce souvisi se zakladnimi stavebnimi bloky matematiky — prvodisly.

Vlastnosti prvocisel byly studovany mnohymi matematickymi giganty. Od Euklidova
dikazu nekonecnosti prvocisel, az po Eulerv soucin, ktery spojuje prvocisla s Riemannovou zeta-
funkci. Od Gaussovy a Adrien-Marie Legendrovy formulace prvociselné véty az po jeji dikaz o
témet sto let pozdéji Jacquesem Hadamardem a Charlesem Jeanem de la Vallée Poussinem.
Némecky matematik Bernard Riemann vSak stale vladne jako matematik, ktery ucinil nejvétsi
prulom v teorii prvocisel. Jeho prace, cela obsazend v osmistrankovém ¢lanku publikovaném
Vv roce 1859, ptinesla nové a diive nezname objevy o distribuci prvocisel a je dodnes povazovana
zaméfenim teorie prvocisel a byl hlavnim divodem, pro¢ se povedlo vroce 1896 dokazat
prvociselnou vétu. Od té doby bylo nalezeno nékolik novych dikazi, ale Riemannova hypotéza o

kofenech Riemannovy zeta-funkce vSak stale zlstava zdhadou.
Tato prace je rozdélena do péti kapitol.

V prvni kapitole jsou pfedstaveny zéklady Landauovy notace, kterd je béhem prace misty
vyuzivana.
Ve druhé kapitole se sezndmime s prvocéiselnou funkci a s prvociselnou vétou.

Ve treti kapitole si definujeme gama funkci, dokdzeme si nékteré jeji vlastnosti a odvodime

si Stirlingliv vzorec pro aproximaci faktorialu.

Ve c¢tvrté kapitole si definujeme Dirichletovu eta-funkci, kterou pozdéji pouzijeme

k rozsifeni defini¢niho oboru Riemannovy zeta-funkce.

V paté kapitole se zaméfime na samotnou Riemannovu zeta-funkci. DokaZeme si nekteré
jeji vlastnosti a budeme zkoumat jeji hodnoty. Nakonec si predstavime Riemannovu hypotézu a

spojitost kofenti Riemannovy zeta-funkce s distribuci prvocisel.



1 Landauova notace

V této kapitole jsem vychazel ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.

Landauova notace se pouziva pro porovnani asymptotického chovani funkci. Nejb&znéji se
pouziva takzvana notace velkého O z anglického big O notation. V informatice se tato notace

pouziva pro porovnani ¢asové nebo prostorové slozitosti algoritmil.

Definice 1. Necht f(x) a g(x) jsou funkce definované na n&jaké neomezené podmnoziné
kladnych realnych ¢isel a necht’ funkce g(x) je kladna pro vSechna dostateéné velka x, potom

piSeme, Ze
f(x) =0(gx))

pravé tehdy, kdyz
Ik > 0),x0; V(x> x0) : |f()]| < k- g(x).

Pomoci notace velkého O vétSinou znadime asymptotické chovani funkci v nekoneénu.
V nekoneénu piispévek nejrychleji rostoucich ¢lent nakonec u¢ini ostatni ptispévky zanedbatelné.

V disledku toho Ize pouzit nasledni zjednodusujici pravidla:

e Je-li f(x) souctem né¢kolika ¢lent, existuje-li jeden s nejvyssi rychlosti ristu, Ize jej
ponechat a vSechny ostatni vynechat.

e Je-li f(x) soucinem né&kolika ¢initeld, Ize jakékoli konstanty vynechat.

V nekone¢nu naptiklad plati, Ze x3 roste rychleji nez x? nebo Ze libovolna exponenciala

roste rychleji nez libovolny polynom.

Véta 1. Nechtn € R, a € R, a > 1, pak plati:

. rooooat o xl
lim = lim — = lim — = lim — = 0.
x—o0o xN x—o0 ¥ x—00 x! x—00 XX

log, x X

Diikaz: Uvedené vztahy lze dokazat opétovnym uplatiiovanim 1’Hopitalova pravidla.

Ukazeme si par prikladi zapisu pouzitim notace velké O:

! Big O notation. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation



4x* —7x3 + 17 = 0(x%),
e* + x1%0 = 0(e¥),
e*Vx — 174x% + e* = 0(e*Vx).

Mezi Landauovy notace se fadi jesté nékolik dalSich notaci, ze kterych si my nadefinujeme

pouze asymptotickou rovnost.

Definice 2. Necht f(x) a g(x) jsou funkce definované na n&jaké neomezené podmnoziné

kladnych realnych ¢isel, potom fikame, Ze f(x) je asymptoticky rovna g(x) a piSeme

@) ~ g0
pravé tehdy, kdyz
- f)
lim——==1
x= g(x)



2 Prvociselna funkce

V této kapitole jsem vychazel predevsim ze Elanku zveiejnéném na Wikipedii® a ze ¢lanku

zvefejnéném na webu Cantorsparadise.’

Prvociselnd funkce je matematicka funkce, ktera je rovna poctu vSech prvocisel mensich

nebo rovnych néjakému realnému ¢islu x. Znaci se feckym pismenem 7.

Definice 3. Necht’ x € R, pak prvociselna funkce

m(x) = z 1,

pPEP
psx
kde P je mnozina vSech prvocisel.
()
W(E)J 4
o fﬁ

T

0 00 150 200

Obrazek 2.1: Graf prvociselné funkce m(x) az po x = 200.4
Na konci 18. stoleti se Gauss domnival, Ze prvociselna funkce je asymptoticky rovna vyrazu

x/In x. Tato domnénka byla dokazana az v roce 1896 a nazyva se prvociselna veta.

Véta 2. Prvociselna véta je tvrzeni, zZe

m(x) ~ —.
In x

2 Prime-counting function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Prime-counting_function

3 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f

4 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f
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Lepsi aproximaci pro prvoéiselnou funkci je ale takzvana logaritmicka integralni funkce,®

coz je neelementarni funkce, znacena li(x).
Definice 4. Necht’ x € R* \ {1}, pak logaritmicka integralni funkce

li(x) *dt
i(x) = L Int

Funkce 1/Int mav bodé t = 1 singularitu, takze pro x > 1 tento integral spo¢itame jako

o) = 1 =¢ dt X o dt
@ =t (| et ] ine)

-2:

-4f Loy [Tt
I h(J)_A Int

Obrazek 2.2: Graf logaritmické integralni funkce.®

Abychom se vyhnuli této singularité, tak se ¢asto pouziva posunuta logaritmicka integralni
funkce, ktery se znaci Li(x). Pokud mluvime o logaritmické integralni funkci a pisSeme Li(x), pak

mame na mysli jeji posunutou verzi.

Definice 5. Necht’ x € R* \ {1} pak posunuta logaritmicka integralni funkce
Li(x) = f" dt — i) — 1i(2)
i(x) = Zlnt_lx i(2),

pticemz li(2) = 1.045.

% srov. Logarithmic integral function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_integral_function

6 Logarithmic integral function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_integral_function
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Ekvivalentni vyrok k prvociselné vété tedy je

m(x) ~ Li(x).

T

Obrazek 2.3: Graf logaritmické integralni funkce Li(x), prvociselné funkce m(x) a x/In x.’

Také je vidét, ze Li(x) asymptoticky konverguje k (x) mnohem rychleni nez x/In x.

08

2000 4000 6000 8000 10000 x

Obréazek 2.4: Graf pomérii prvociselné funkce m(x) s Li(x) as x/Inx.®

Odchylka logaritmické integralni funkce a prvociselné funkce je maximalné
|Li(x) — m(x)| = O(xInx).

Také si mizeme vSimnout Zze pro mala x je Li(x) > m(x), ale jejich grafy se protnou

nekoneén& mnohokrat. Vime, Ze poprvé se to stane nékde mezi x = 1019 a x = 1.4 - 10316,

" Logarithmic integral function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_integral_function
8 L ogarithmic integral function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithmic_integral_function
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3 Gama funkce

V této kapitole jsem vychazel predev§im ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.®

Gama funkce je velmi uziteCnd neelementarni funkce, ktera se pouziva jako zobecnéni
faktoridlu pro komplexni ¢isla. Gama funkce je definovana pro vSechna komplexni Cisla kromé

nekladnych celych ¢isel, ve kterych ma poly.

3.1 Hlavni definice

Definice 6. Necht’ z € C, R(z) > 0, pak gama funkce
I'(z) :=f t? le tdt.
0

Pro R(z) < 0 tento integral diverguje a gama funkci musime pro tato ¢isla definovat néjak
jinak. Ukazeme si, ze plati vztah I'(z + 1) = z['(z) a pouzijeme jej k rozsifeni defini¢niho oboru.

Véta 3. Necht' z € C, R(z) > 0, pak

I'(z+ 1) =2zI(2).

Diikaz:
o D I 0
I'(z+1) =j tZe tdt=|+ tZ N et|= —tze‘f|3°+J zt? et dt = zI'(2).
0 zt71 - —et 0
Véta 4. Necht' n € N, pak
T(n+1) =nl

Diikaz: Dokazeme, ze I'(n + 1) mé stejné vlastnosti jako n!. Z Vety 3 vime, ze '(n + 1) = n['(n).

Sta¢i ndm tedy ukazat, ze I'(2) = 1! = 1.

D 1
_ @ —t _ + t \l e_t — _ _t_ -t oo__ . 1_ _ —_
F(z)_j0 te*tdt=|" | _ | =(teT—e™)I =~ lim p; o0-1=1
+ 0 - et

¥ Gamma function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function



Ukaézali jsme, ze I'(n + 1) ma stejné vlastnosti jako n!, ¢imz je tvrzeni dokazané.

Gama funkci tedy miizeme vnimat jako zobecnéni faktoridlu. Pomoci gama funkce mizeme

dodefinovat 0! jako
0'=T()=r)/1=1.
Rovnici I'(z + 1) = zI'(z) nyni miZeme pouzit k rozsifeni defini¢niho oboru gama funkce.

Definice 7. Necht' z € C, R(z) <0, z ¢ Z,, pak gama funkce

Timto zpiisobem miizeme gama funkci dodefinovat pro vSechna komplexni ¢isla, kromé

nekladnych celych ¢isel, protoze bychom délili nulou:

r@):@ﬁrm):%):l

. . w - 1wr . xroz 1
Ukézeme si to na piikladu. Nejdfive si spoc¢itame I’ (E):

1 © 1 oy o0 - "
2 0 dt = 2u du 0 . »

v ~ o —_— 2 . . r 4 o . /4 7 . . W
Piicemz f_me “du je velmi znamy Gaussuv integral, ktery je roven odmocniné

z Ludolfova ¢isla. Tedy plati:

r (%) = J_o:oe‘uz du = /.

Pomoci vztahu I'(z) = I'(z + 1) /z pak miiZeme najit dalsi hodnoty gama funkce:

()= b=t

I M

N |

(Yt Ymeviiin--La



1 o 1-2my . 2" Gk
F(E_")_F( 2 )_(_1) 1-3-5- (2n—1)‘/— (Zn—l)!!ﬁ' neN.

Kdyz naopak budeme pouzivat vztah I'(z + 1) = zI'(z), tak dostaneme:

Q)31 - b

)-3r)-1 3t
URILREER R
P(Gan)or(EB) LS @D g CnoDi gy

Véta 5. Necht' n € N, pak

o) B o)

kde n!! je dvojity faktorial.

T

T

)
.
.

Obréazek 3.1: Graf gama funkce v oboru redlnych cisel.X®

10 Gamma function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function
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3.2 Dukaz podminky konvergence a divergence

V (Gvodu do této kapitoly jsme konstatovali, ze integral

f t? e tdt
0

konverguje pro R(z) > 0 a diverguje pro R(z) < 0. V tomto oddile se pokusime toto

tvrzeni dokazat. Jako prvni si ale dokazeme dvé lemmata, ktera nam s tim pomohou.
Lemma 1. Necht z = a + bi € C, n € R*, pak n” = nZ.

Diikaz:

n? = n® bl = nan=bi = nae=bilnn — pafcos(—hInn) + isin(—bInn)]

=n%[cos(bInn) —isin(bInn)] = n?[cos(bInn) + isin(bIlnn)] = n2eibinn

= nanib = pa+bi — ﬁ
Lemma 2. Necht z = a + bi € C, n € R*, pak [n?| = n®®,

Diikaz: Vyjdeme ze vztahu z - 7 = a? + b? = |z|?. Dale pouzijeme tvrzeni z Lemmatu 1.

|n?| = \/TLZ ‘nZ = \/nz -nZ = \/na+bi .na-bi = \/nZa = ne = nR@

Véta 6. Necht' z € C, R(z) = g > 0, pak

o0
f tZ le~tdt
0

konverguje.

Diikaz:'' Ukazeme, Ze tento integral konverguje absolutné. Budeme tedy dokazovat konvergenci
integralu:

o0}

f |tZ_1|e_tdt=J tf"(z)‘le‘tdtzj t°le~tdt.
0

0 0

% srov. Prove the improper integral of the Gamma function converges. StackExchange [online]. [cit. 2022-03-12].
Dostupné z: https://math.stackexchange.com/questions/628110/prove-the-improper-integral-of-the-gamma-
function-gammat-converges-for-z
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Integral si nejdiive rozdélime na dva:

[o0] 1 0
f t? et dt = f to et dt + f t? et dt.
0 0 1
Vsimnéme si, ze pro t € [0, 1] plati: t°"te~t < t?~1. Dikaz:

e—t S 1 = tU—le—t S to-_l.

t
Dale si v§imnéme, Ze pro dostateéné velkd t > 1 plati: t?~le™t < e z. Dilkaz:

_t t ot
tlet<ezotl<ezo

—<1,

ez
coz plati pro dostatecné velka t, protoze z I’Hopitalova pravidla plyne

tO'—l

lim —— = 0.
t—co -
ez

Z téchto dvou nerovnosti vyplyva nerovnost:

[¢%e) 1 [¢%e) 1 0 t
] t""le"tdt=J t""le"tdt+j t""le"tdtSJ t"_ldt+f e z2dt
0

0 1 0 1
to ! tN© 1 n 1 2
- -z(e-z) =——2<0—e‘f)=—+—.
o ly 1 o o \/E

Cimz je tvrzeni dokazané.

Véta 7. Necht' z € C, R(z) = 0 <0, pak

o0
f tZ le~tdt
0

diverguje.

Diikaz:*? Tuto vétu dokazeme pouze pro J(z) = 0 = z = R(2) = 0. Jeji pravdivost pro J(z) #

0 nebudeme v této praci ovéfovat. Integrél si nejdiive rozdélime na dva:

2 srov. Convergence and divergence of gamma. StackExchange [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://math.stackexchange.com/questions/118207/convergence-of-gammap-for-Op-leg-1-and-divergence-for-

p-leq0
13



o) 1 [e'e) 1 o)
f t? le~tdt =f t? et dt+f t? letdt = lim t"_le_tdt+f t? le~t dt.
0 0 1 e->0" J 1

Vsimnéme si, Ze pro t € [g, 1] plati e™t > e~1. Déle si v§imnéme, Ze pro t € [&,1] a pro

o < 0plati t~1 > t~1. Dikaz:
t’l>tltet > 1.
Muzeme tedy zapsat nerovnost:

- ' —1,-t - ' -1,-1 o 1tde -1 1
lim | t7te7tdt > lim | t™'e 'dt = lim — | — = lim —[In|t|];
e-0t e e-0t -0t e e t -0t e

= —(lnl — lim lne) = oo,
e e-07F
Dale miiZzeme provést observaci, Ze floo t?letdt > 0, protozeprot = 1jet le ™t > 0.

Muzeme tedy konstatovat, Ze:

[e%e) 1 [e%e)
J t""le"tdtzj t? le t dt+J t?le~tdt = oo.
0

0 1

Cimz je tvrzeni dokazané pro z € R.

3.3 Eulerova definice
Pokud budeme chtit ur¢it hodnotu gama funkce komplexniho ¢isla s nenulovou imaginarni

slozkou, tak budeme muset pouzit Eulerovu definici pomoci nekone¢ného soucinu.

Véta 8. Necht' z € C, z & Zg, pak

o 1\
14+
r@):%ﬂ%.

Diikaz:*® Tento vzorec odvodime pro z € N. Jeho pravdivost pro z € C, z & Zg nebudeme v této

praci ovéfovat. Vyjdeme z této limity:

13 srov. Gamma function: Euler's definition as an infinite product. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit.
2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function#Euler's_definition_as_an_infinite_product
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n(n+1)? . +DE+D-n+1) o nf -
O T L Y R O S) BCR) Ba s

=1, n,z € N,

Nyni ob¢ strany rovnice vynasobime vyrazem z! a provedeme néjaké upravy.

|

I = 1 | z
z! r{l_{gon.(n+z)!(n+1)
' = lim n! ! (n+ 1)
B = A CEEV CET ) BNCEEY R
_ 1:2-n 2 3 n  n+1\*
z! = lim (_._..._. )
noo(z+1)(z+2)(z+n)\1 2 n—-1 n

[ -1z
SR U P U +1 n

n=1 n=1

SIN

Nyni si pomoci tohoto vztahu vyjadiime gama funkci I'(z):

rz)=(0=-1)! =Z—'=lﬁ@
zl 194

V4

Cimz je tvrzeni dokazané pro z € N.

Pokud tedy budeme chtit aproximovat hodnotu gama funkce néjakého komplexniho ¢isla,
tak spolu vynasobime dostate¢ny pocet clenli Eulerova nekone¢ného soucinu. Délat tento vypocet
ruéné by pro dostateCny pocet ¢lent trvalo pfili§ dlouho, takZe na tyto aproximace zpravidla

pouzivame pocitace.

15



Obrazek 3.2: Trojrozmérny graf modulu gama funkce. 4

3.4 Euleriv odrazovy vzorec

Tento vzorec se v angliCtiné nazyva Euler’s reflection formula a jeho Cesky nazev jsem
nenasel, takze jsem jej volné pielozil jako Euleriiv odrazovy vzorec. Nez si tento vzorec odvodime,

tak si dokazeme jedno lemma, které nam s timto dikazem pomize.

Lemma 3. Necht x € C, pak

[ee]
sinx = x — .
min?

n=1

Diikaz:*> Vyjdeme z Maclaurinova polynomu pro sin x a vydélime jej x:

o x® x5 X7
smx—x—§+a—ﬁ+---
sinx x2+x4 x6+
x 31 51 7

1% Gamma function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function

15 srov. Basel problem. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. San Francisco (CA): Wikimedia Foundation, 2001-
[cit. 2022-03-12]. Dostupné z: https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem
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Nyni se tento polynom pokusime rozlozit na soucin linearnich ¢initelt. Budeme muset najit

jeho kofeny, musime tedy vyiesit rovnici

X2 x* xS
1—§+a—ﬁ+ =0
sin x
& . =0osinx=0o x = {kn|lk €Z\ 0}

Absolutni ¢len tohoto polynomu je jedna. Pokud ozna¢ime koteny tohoto polynomu a4,

a,, a3, ..., pak mizeme tento polynom rozlozit takto:
(D) D0-2)
31 51 7! - a, a, as)

Vime, Ze kofeny tohoto polynomu jsou 7, —m,2m, —2m, 3w, —37, ..., po dosazeni tedy
dostaneme:

2 4 6
1—%+%—%+-~=(1—%)(1+%)(1—%)(1+%)(1—%)(1+%)-~

x?> x* x® x? x? x? - x?
- p=(1 === 1= = 1— _
1 3! + 5! 7! + <1 n2>< (271)2)( (3n)2> H( n2n2>
n=

Tento polynom je roven sin x/x, coz znamena, ze funkci sinus miizeme zapsat jako

had 2

) X
sinx = xﬂ(l _W)

n=1

¢imz je tvrzeni dokézané pro x # 0, ale je vidét, Ze pokud do této rovnice dosadime nulu,

tak nam vyjde sin 0 = 0, coz je v potadku.

Véta 9. Necht' z € C, z & Z, pak

r2rd-z =

sin(mz)’
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Diikaz:*® Jako prvni si vyraz upravime pouzitim I'(z + 1) = zI'(z) a poté pouzijeme Eulerovu

definici gama funkce.

nu 1)

'@l -z) =r@)(-2)Ir-z) =- (—2)
Zi3 1+% D1 1-2
0 1\7 N7 w
211—[(1+ﬁ) (1+3) 211—[ 1
TN L R
n

Tento soucin zjednodusime pouzitim vysledku z Lemmatu 3.

| (. (m2)? (. 1T o1y 1
sin(mz) =ﬂzl_[ 1- m2n? =7rzl_[ 1_ﬁ :sin(nz) Tz z2

n=1 n=1 n=11——
nZ

A nas soucin tedy mizeme vyjadiit ve tvaru

r2)r(1—-2z) =

sin(rz)’
¢imzZ je tvrzeni dokéazane.
3.5 Gama funkce ¢isla komplexné sdruzeného
Véta 10. Necht' z € C, z & Zy, pak
') =T(2).
Coz implikuje, Ze
I'(2)I'z) = F(2)|? € R.

Diikaz: Vyjdeme ze z&kladnich vlastnosti komplexné sdruzenych &isel, které zde nebudeme

dokazovat. Také pouzijeme tvrzni z Lemmatu 1. Pro vSechna z,w € C, w # 0 plati:

-@), w=w

o o Z
ztw=z+w, Z"W = Zw, —
w

SR

16 srov. FEHLAU, Jens. Euler's Reflection Formula - Two very ELEGANT Proofs!. YouTube [online]. [cit. 2022-03-12].
Dostupné z: https://www.youtube.com/watch?v=C1TME012DIQ&t=459s
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Z Eulerovy definice gama funkce nyni mame:

o aed) e ) melae)] e o
“Z)=§ﬂ Lz =()1_[ = )U ;U?”@-
= Tl n=1 n=1 n=1

Cimz je tvrzeni dokazané.
3.5.1 Aproximace faktorialu imaginarni jednotky
V tomto pododdilu jsem vychazel z videa zvefejnéném na platformé YouTube
Nyni vyuzijeme tyto znalosti a pokusime se aproximovat faktorial imaginarni jednotky a

zjistit modul tohoto ¢isla. Jako prvni zkusime najit modul. Budeme tedy hledat |i!| = |T'(1 + i)|
Vyjdeme ze vztahu T'(2)I'(z) = |T'(2)|?.

lill = |ITG+ 1)| =

JFG+Dra -0 =TG- = [i=—

sin(ri)

Pouzili jsme rekurzivni vlastnost gama funkce 1 Eulertiv odrazovy vzorec. Abychom tento

vyraz zjednodusili, tak pouzijeme komplexni definici sinu, ktera vyplyva z Eulerova vzorce

e'® = cos(0) + isin(0), e = cos(0) —isin(6),
Y N | i _ =i
e —e™ = 2isin(f) = sin(f) = -i ——

Dostaneme tedy:

il in in -1 T T
U = - — = - - = — = — = - :
sin(7i) el — g=i?m eT—e” e"—e ™ Asinhn
/2 2

MiZzeme tedy prohlasit, ze |i!| = Vvm cschm = 0.522.

" FEHLAU, Jens. I! and the Complex Gamma Function. YouTube [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z
https://www.youtube.com/watch?v=vsdMYADQRkM&t=1553s
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Nyni se pokusime aproximovat I'(i + 1) pomoci Eulerovy definice gama funkce. Pro

jednoduchost pouzijeme pouze prvni clen tohoto soucinu.

o 1\2
1| |(1+ﬁ) , 1 (1+1)1+i 2.0 2. piln2
I'(z) =—- — =>T(1+10) = . _ = : = .
faar 1ty 1+ 1+(1+) A+DC+D 2+3i-1
n= n
2.etln2 1 _3; 2(1.—'3i) ' 1—3;
= . = iln2 _ In2 i sin(ln 2
1+3i 1-3  1+9 © z— (cos(In2) + i sin(In 2))

1 1 3 3
=—cos(In2) + igsin(ln 2) — igcos(ln 2) + gsin(ln 2)

5
1. . 1 .
< [3sin(In2) + cos(In2)] + i [sin(In2) — 3 cos(In2)] = 0.21 — 0.6i

Kdybychom pouzili vice ¢leni tohoto soucinu, tak bychom se blizili k hodnoté
I'(1+1i) = 0.498 — 0.155i.

3.6 Polygama funkce

Polygama funkce n-tého radu'® je definovand jako (n + 1)-ni derivace ptirozeného

logaritmu gama funkce. Pouziva se naptiklad pro vyjadieni derivace gama funkce.

Definice 8. Necht' z € C, z € Z;, pak polygama funkce n-tého rddu

n+1 damn
Pn(2) = Wln ['(z) = ﬁlpo (2).
Tedy
d I'(2)

Yo(2) = —InT(z) = T

3.7 Derivace gama funkce

Derivace gama funkce miizeme snadno zapisovat pomoci riznych adt polygama funkce:

d
() = T@o(2),

18 srov. Polygamma function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Polygamma_function
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d? d
2,21 (@) = [T(2)(2)] = I'(2)Y0(2) + T( 2o’ (2) = T(2)P§(2) + T(2)P1(2).

dz?

Gama funkci také muzeme derivovat pouzitim Leibnizova integralniho pravidla:

—TI(2) = —f t? le~tdt = f —(t? e V) dt = f t? le~tIntdt,

dz dz J, 0o 0z 0

d? d (¢ . _ * 0 L <o
—F(Z)=—f t?le tlntdt=] —(t? e tlnt)dt=J t?“le~t (Int)?dt,
dz? dz J, o 0z 0

o)

d‘n
— z—-1,-t n
I I'(z) fo t? ‘e ' (Int)"dt.

Timto zpisobem mizeme také najit derivaci faktoridlu (pokud defini¢ni obor rozsitime na

vSechna nezaporna realna ¢isla):

d d ©
—x!'=—T((x+1) =] t*e~tIntdt.
dx dx 0

3.8 Stirlingiiv vzorec

Gama funkci a faktoriadl miZzeme pomérné piesné aproximovat pomoci Stirlingova vzorce.

Véta 11. Necht' n € R*, pak

n

n
n'=T(n+1)~+vV2nn (—)

e
Tento vzorec ma velmi malou odchylku, uz pro n = 10 je mensi nez jedno procento.

Diikaz:*® Vyjdeme z definice gama funkce:

(o8] (°9) (o8]

n'=T(n+1) =J the tdt =f eninte=tqt =J exp(—t +nint) dt.
0 0

0

Nyni se argument v exponenciale pokusime aproximovat pomoci Taylorova polynomu.
Nejdiiv bude vhodné zjistit, kde nabyva svého maxima a aproximaci pak provedeme vi€i tomuto

bodu. Definujeme si funkci f(t) = —t + nInt a najdeme jeji maximum.

B srov. Stirlinglv vzorec. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Stirling%C5%AFv_vzorec
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f’(t)=—1+%=>f’(t)=0(:)t=n

n

') =—-==f"(n) = ~Z<o

t? n?
Maximum je tedy v bodé t = n. Pouzijeme prvni tii ¢leny Taylorova polynomu:

! _ 1 12 _ 2
+f(n)(t n) L () (& —n)

fm 1 2!

1
=-n+nlnn+0—-—(t—n)2
2n

1
:>f(t)~—n+nlnn—%(t—n)2, prot - n.

Dostavame tedy:

[ee]

© 1 1
| ~ _ 1 - _ 2) — p N nJ (__ _ 2)
n ]0 exp ( n+nlnn on (t—n)*|dt=e"n i exp o (t—mn)=)dt

u? =%(t—n)2
u=i(t—n) o -
- v =0 [ pevamau=van(2) [ e au
duzﬁdt _\/; _\/;
n
t=0->u= _\/T_n

v v -y , —q2 sy , ’ . v 7
Vsimnéme si, ze vyraz e~ * nabyva vysokych hodnot pouze v blizkosti poc¢atku a pro u —
oo velmi rychle konverguje k nule. Proto miizeme predpokladat, ze rozsifenim integracniho oboru
na celd redlna Cisla se nedopustime velké chyby. Tim nam vznikne jiz zmitlovany Gaussiv

integral, ktery je roven odmocniné z Ludolfova ¢isla. Dostavame tedy:

n! ~v2n (E)n fooe‘“z du =+V2nn (E)n

e e

Toto odvozeni neni zcela rigor6dzni, nikde jsme totiz neodhalili chybu vypoctu.

22



! ! ! ! ! ! H
|

® O n!

sl | — Tn+1) _
— Vv 2nn(n/e)"
4 s a

0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Obréazek 3.3: Porovnani aproximace dané Stirlingovym vzorcem (cervend) s gama funkci
(modra). Také jsou vyznaceny hodnoty faktoridlu (modré body).?°

2 srov. Stirling's approximation. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Stirling%27s_approximation
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4 Dirichletova eta-funkce

V této kapitole jsem vychazel prevazné ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.:

Dirichletova eta-funkce je celd komplexni funkce, tedy funkce definovana na celé Gaussové

roving, kterou budeme potiebovat k rozsifeni defini¢niho oboru Riemannovy zeta-funkce.

4.1 Definice

Definice 9. Necht' s € C, R(s) > 0, pak Dirichletova eta-funkce

o EDTt 1111
77(5):2:1 s F—§+§—E+

Pro R(s) < 0 tato suma zjevné diverguje a Dirichletovu eta-funkci musime pro tato ¢isla
definovat né&jak jinak. V' nule dostaneme takzvanou Grandiho radu:
n0)=1-1+1—1+-

Tato fada diverguje, ale mnohé metody ji piifazuji hodnotu 1/2. V kontextu Dirichletovy

eta-funkce se pouziva takzvana Abelova sumace. 22
Definice 10. M&jme fadu Y;5—, a,. Vytvofime k ni novou mocninou fadu

F&) =i

n=0

Pokud fada definujici f (x) konverguje pro vSechna |x| < 1 a pokud f(x) ma vlastni limitu

L pro x — 17, pak tuto limitu nazyvdme Abelovou sumou fady Y g-, a, a znacime ji

A Z a, = 11m anx".

2 Dirichlet eta function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_eta_function

22 srov. Abel summability. PlaneMath [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://planetmath.org/abelsummability
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Je dulezité podotknou, ze pokud dana fada konverguje k né¢jaké hodnoté, pak Abelova

suma této fady je pravée tato hodnota.

Dirichletovu eta-funkci mizeme v nule tedy vyhodnotit takto:

00} oo oo
n(0) = Z(—l)” = lim Z(—l)" x™ = lim Z(—x)n.
x—1" x—1"
n=0 n=0 n=0
Pro |x| < 1 mizeme tuto fadu seéist pomoci vzorce pro soucet geometrické rady:

11
n(0) = llm1—(x) Iy

Definice 11. Necht' s € C, R(s) < 0, pak Dirichletova eta-funkce

17’1
n(s) _AZ((+)1)S

Hodnoty Dirichletovy eta-funkce také mtizeme urcovat pomoci funkcionalni rovnice. Tato
rovnice vznikne analytickym prodlouzenim Dirichletovy eta-funkce na celou komplexni rovinu.

V této praci ji nebudeme odvozovat.
Véta 12. Necht's € C, ale s € N, pak

1-2571

Wﬂs sin (n )F(l —s)n(l —s).

n(s) =-2

Pokud bychom do této rovnice dosadili s = 0, tak bychom dé&lili nulou (1 — 2° = 0).

Podobné, pokud bychom dosadili s € N, tak by nebyla definovana gama funkce.

MiiZzeme si v8§imnout, ze pro s = —2n, n € N je n(s) = 0. Muzeme tedy konstatovat, Ze

Dirichletova eta-funkce ma nulové body ve vSech sudych zapornych celych ¢islech.
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n(s)

1 /____————

T
_4_13—2—11—0—9VG—5—4"5— 2 1o 12 3 4 5
-1

Obrazek 4.1: Graf Dirichletovy eta-funkce v oboru redlnych cisel.

4.1.1 Definice pomoci urcitého integralu

Dirichletova eta-funkci se pro R(s) > 0 také nékdy definuje pomoci ur¢itého integralu jako

1 1
n(s) = F(S)JO e 1dx

Véta 13. Necht's € C, R(s) > 0, pak

n(s) = F(s)f 11

Dukaz:

joo xS—l d _-[OOxS—le—xd _JOO 1y 1 d _
0o e¥+1 *= o 1+e™ *= 0 e 1—(—e™) *=

Nyni vyuzijeme skutenosti, ze pro x >0 je |—e ™| <1 a pouzijeme rozvoj na

geometrickou fadu.

— f xS~1lp—x Z(_e—x)k dx = f xS~lo—x Z(_l)ke—xk dx
0 k=0 0 k=0
Z( 1)kf s— 1 —Xo —xk dx _Z( 1)kf s— 1e—x(k+1) dx
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| t=x(k+1) _OO Pt Nt 1

= ldt = (k + 1)dx ";(_1)’([0 (k+1) ™
N EDE Do
—kzomf o dt = Z I'(s) =n(s)T(s)

Coz implikuje tvrzeni této véty.

4.2 Diikaz podminky konvergence

V tomto diikazu budeme muset pouzit Dirichletovo kritérium konvergence. 2 Zavedeme si

jej jako lemma, ale nebudeme jej dokazovat.
Lemma 4. Necht {a,} je realné posloupnost a {b,,} je komplexni posloupnost pro které plati:

e {a,} je od jistého indexu monoténni a lim a,, = 0

n—-oo

o {b,} md omezenou posloupnost édstecnych soucti, tedy pro kazdé N € N je

N
an <M

n=1

kde M je néjaka konstanta. Pak rada

konverguje.

Véta 14. Necht's € C, R(s) = g > 0, pak rada

2

konverguje.

2 srov. Dirichlet's test. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet%27s_test
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Diikaz:** Nejprve ukazeme, ze pro s € C, R(s) = ¢ > 1 tato fada konverguje absolutné. Budeme

tedy dokazovat konvergenci fady:

Ve . lns e vr s I v oo 7 1
Vyuzijeme integralni kritérium konvergence. Stac¢i nam tedy ukdazat, ze integral [ 1°°x—gdx

konverguje. Pfi feseni vyuzijeme faktu, ze 1 — ¢ < 0:

[ o= e
w x—lx x=1—_

Tento integral konverguje, ¢imz je tvrzeni dokazané pro R(s) > 1.

oo

1

ProR(s) € (0, 1] tuto vétu dokazeme pouze pro J(s) = 0 = s = R(s) = o. Jeji pravdivost

pro J3(s) # 0 nebudeme v této praci ovétovat. Ukazeme tedy, ze konverguje fada:

(o]
(_1)11—1
Z no
n=1
Oveétime si, zda splituje Dirichletovo kritérium konvergence. RozloZime ji na dvé fady:

I A
n no’ n .

Rada {a,,} je klesajici, protozen = 1ao > 0. Také je vidét, ze lim a,, = 0. Céstecny soucet
n—-oo

fady {b,,} je vzdy bud’ nula nebo jednicka. Posloupnost té€chto ¢asteénych soudti je tedy omezena

jednickou. Nase fada tedy spliuje Dirichletovo kritérium konvergence, z ¢ehoz vyplyva, Ze fada

o

n=1

konverguje, ¢imz je tvrzeni dokazané pro R(s) € (0, 1], I(s) = 0.

2 srov. Proving convergence of the Dirichlet Eta function. StackExchange [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://math.stackexchange.com/questions/2188438/proving-convergence-of-the-dirichlet-eta-function
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4.3 Konkrétni hodnoty
Pro ziskani nékterych hodnot je uZiteéné pouzit vztah n(s) = {(s)(1 — 2175), kde {(s) je

Riemannova zeta-funkce. Tento vztah si odvodime v kapitole o Riemannové zeta-funkci.

4.3.1 Hodnota 1n(0)

V nule dostaneme Grandiho fadu a jak jsme jiz ukazali n(0) = 1/2.

4.3.2 Hodnota n(1)

V jednic¢ce dostaneme alternujici harmonickou fadu, tedy

+--=1In2.

ul] =
N =

Ly
4

N =
Wl =

1
n(1) = +

1
1
e*+1

dx dvéma riiznymi zplisoby a porovname vysledky.
_j°° 1 p _f°°<—1+ 1 )d
L um—-1) u—z u Tu-1
] =Inl-1 1—1 2
" n ny=In2.

[ee] 1 [ee]
[ -
2 u

o0 xS—1
Pouzijeme definici n(s) pomoci ur¢itého integralu fo ad

o ~ w7 o
Diikaz: Vytesime | 0

e*+1 dx du = e*dx = (u—1)dx

jm 1 u=e*+1
0

u—1

= [In|lu — 1| — In|u|]’ = [ln|

dx = n(s)I'(s). Tedy:

eX+1

00 1 0o x1—1
| = Agdx=nor@ =no.
0 0

Z ¢ehoz vyplyva vztah n(1) = In 2.
4.3.3 Hodnota n(2)
Tuto hodnotu ziskame ze vztahu mezi Dirichletovou eta-funkci a Riemannovou zeta-funkci:
2

1 2
n(s) = {(s)(1—25) = n(2) = ¢(2)(1 — 2172) = ’% (1 _ z) _T

Kde jsme pouzili {(2) = m2/6. Tuto hodnotu si dokaZeme v kapitole o Riemannové zeta-

funkeci.

4.3.4 Hodnota n(-1)

Tuto hodnotu ziskdme z funkcionélni rovnice Dirichletovy eta-funkce:
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n(=1) =-2

12571

_ s=1 gin (75 _ _
n(s) =-2 =55 sm(2 )F(l s)n(1—s)
L= g ( 7T)r(1+1) (1+1)—2% L
1—2-t * STy 1 41 72 12

30



5 Riemannova zeta-funkce

V této kapitole jsem vychazel prevazné ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.?®

Riemannova zeta-funkce je velmi dulezitda komplexni funkce, definovana na celé Gaussové
roviné kromé bodu s = 1 ve kterém ma pol. Blizce souvisi s rozmisténim prvocisel, presnéji
feCeno s aproximaci prvociselné funkce. O této skuteCnosti se budeme blize bavit v oddilu o

Riemannové hypotéze.

5.1 Definice

Definice 12. Necht’ s € C, R(s) > 1, pak Riemannova zeta-funkce

o

()-—21—1+1+1+1+
()= ) 5=t tss

n=1

V bod¢ s = 1 dostaneme harmonickou fadu, které diverguje do nekonecna, takze pro s € R,
s < 1 tato suma diverguje. Je zjevné, ze diverguje pro s € C, R(s) < 0, ale jeji divergenci pro
R(s) € (0,1] v této praci nebudeme dokazovat. Jestlize tato suma diverguje pro R(s) < 1, pak

pro tato ¢isla musime Riemannovu zeta-funkci definovat n&jak jinak.
Véta 15. Necht's € C, s # 1, pak
n(s) = {(s)(1 - 2779,

Diikaz: Vyuzijeme sumy definujici Dirichletovu eta-funkci a Riemannovu zeta-funkci. Suma
definujici n(s) absolutné konverguje pro R(s) > 1, z ¢ehoz vyplyva, Ze pro tato Cisla absolutné
konverguje i suma definujici {(s). To znamena, Zze pro R(s) > 1 mizeme zménit potadi ¢lenti

sumy definujici n(s), aniz bychom zménili jeji vyslednou hodnotu.

=Dt 10111 1 1 1 1 1 1
ZT:F_ﬁJr?_E“L"':(F stgt)-(Gretet)
n=

Z (2n—1)s Z (2n)s Z (Zn —1)s Z (2n)s Z (2n)$

% Riemann zeta function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function
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= ()~ 22(2% = () - 222n— = {(9) - 275¢(5) = {(8)(1 ~ 2°7)

Tato rovnost plati pro R(s) > 1, ale Dirichletova eta-funkce je definovana pro vSechna
komplexni &isla, takze pokud definujme Riemannovu zeta-funkci, pomoci Dirichletovy eta-
funkce, tak mtizeme psat n(s) = {(s)(1 — 2175) pro vSechna s € C, kromé& s = 1, protoZe vyraz
1 — 2175 je pro s = 1 roven nule a dostali bychom {(1) = n(1)/0. Riemannova zeta-funkce ma

tedy v bodé s = 1 pdl.
Definice 13. Necht’ s € C, R(s) < 1, ale s # 1 pak Riemannova zeta-funkce
{(s) =n(s)(1 —2"%)7"

Hodnoty Riemannovy zeta-funkce také mizeme urcovat pomoci Riemannovy funkcionalni

rovnice, ktery vznikne analytickym prodlouzenim Riemannovy zeta-funkce.

Véta 16. Necht's € C, ale s € N, pak

{(s) = 25571 sm( )r(1 — $)7(1 - s).

Diikaz: Vyjdeme z funkciondlni rovnice pro Dirichletovu eta-funkci:

1-2571

. s
Zﬁn sm( )F(l —s)n(l —ys).

n(s) = -

Nyni vyuzijeme vztah n(s) = {(s)(1 — 2175):

{(s)(1 = 2175) = =2 11__—2;17r5 sm( )F(l — $)7(1 = $)(1 — 25
1-2571
C(S):—Zmﬂ sm( )F(l—s)((l—s)
{(s) =— 25_1(31;_; 1)n sm( )F(l —5){(1—15)

{(s) = 255~ 1sm( )F(l—s)((l—s)

Cimz je tvrzeni dokazané.
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Pokud bychom do této rovnice dosadili s =0, tak na pravé stran¢ budeme mit
nedefinovanou hodnotu ¢(1). Podobné&, pokud bychom dosadili s € N, tak by nebyla definovana

gama funkce.

MiZzeme si v§imnout, ze pro s = —2n, n € N je {(s) = 0. MuZeme tedy konstatovat, Ze
Riemannova zeta-funkce ma nulové body ve vSech sudych zapornych celych ¢islech. Tyto nulové

body nazyvame trivialni a budeme se o nich blize bavit v oddilu o Riemannov¢ hypotéze.

($)

35
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- b=

—
b4 b2 bo —Ve 14 -12 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Obrézek 5.1: Graf Riemannovy zeta-funkce v oboru redlnych cisel.

5.1.1 Definice pomoci urcitého integralu
Podobné jako Dirichletova eta-funkce se i Riemannova zeta-funkce pro R(s) > 1 nékdy

definuje pomoci urc¢itého integralu jako

1 ©o xS—l
{(s) = F(s)JO e 1dx.

Véta 17. Necht's € C, R(s) > 1, pak

1 o xs—l
¢(o) = I‘(s)f0 e* —1 dx.
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Dukaz:

foo xS—l d _J-OOxS—le—xd _foo 1y 1 d B
o e¥—1 *= o 1—e™* *= 0 S TP

Nyni vyuzijeme skute¢nosti, Ze pro x > 0 je |e™| < 1 a mizeme tedy pouzit rozvoj na
geometrickou fadu.

[ee]

=j xs‘le‘xZ(e‘x)k dx=f xs‘le‘xz ek dx
0 0

— zf x5~ 1g=x(k+1) 5y = ‘ t=x(k+1)
d

0 t =(k+ 1)dx
k=0
® o t )5—1 . 1 [oe)
= — e t——dt = z f tS~le tdt
kzzofo (k+1 k+1 (k+1)s J,

Coz implikuje tvrzeni této véty.

5.2 Diikkaz podminky konvergence

Véta 18. Necht's € C, R(s) = 0 > 1, pak rada

konverguje.

Duikaz: Ukazeme, Ze tato fada konverguje absolutné. Budeme tedy dokazovat konvergenci fady:
oo

= 1 =1
ZE an(s)_Zn_“'

n=1 n=1 n=1

1

Konvergenci této fady jsme ale uz dokazali v kapitole o Dirichletové eta-funkci, mizeme

tedy fici, Ze tvrzeni plati.



5.3 Euleruv soucin

Eulerv sou¢in nam ukazuje spojitost Riemannovy zeta-funkce s prvodisly.

Véta 19. Necht's € C, R(s) > 1, pak

peP pEP n=0

Kde P je mnozina vsech prvocisel.

Diikaz:?® Vyuzijeme faktu, ze suma definujici {(s) je pro R(s) > 1 absolutné konvergentni, takze

muizeme manipulovat s jejimi ¢leny, aniz bychom zménili jeji vyslednou hodnotu.

-1 1 1 1 1 1 1
{(S)=ZF=F+¥+¥+E+§+§+“'.
n=1

Po vynasobeni obou stran rovnice ¢islem 1/2° dostaneme:

1()_1+1+1+1+1+1
) =t st et e T T 1

+ .-

Tento vyraz odecteme od ptivodni sumy, ¢imz se zbavime vSech nasobkii dvojky:

1 1 1 1 1 1 1
)- .

(O (1-5) =p gttt

Nyni ob¢ strany vynasobime ¢islem 1/3%, coz nam da:

1()(1 1)_1+1+1+1+1+1+
35S 25) T35 T 9s T s T1s T7s T3z T

Tento vyraz odecteme od piedchoziho, ¢imz se zbavime vSech nasobki trojky:

()(1 1)(1 1)—1+1+1+1+1+1+
¢(s 25 35) "1 "5 s T s T35 T 178

Nyni zopakujeme stejny postup s ¢islem 1/5%:

% srov. Riemannova funkce zeta. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemannova_funkce_zeta
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1()(1 1)(1 1)_1+1+1+1 1 1
5s ¢ 25 3s) T 55 ' 255

et t
5s 355 555 655 85
Po odecteni nam zmizi vSechny ndsobky pétky:

(1 52) (1 —35) (1= 55) = 75+ #5135 + 735 + s+ 7ar
¢(s 25 35 55) T T T s T T13s T T1os T

Je vidét, ze kdybychom tento proces opakovali donekonecna S kazdym prvocislem, tak

bychom dostali:

@ (1-)(1-5) (-2 (7)1 -m) -5

A tedy:

¢(s) 1_[(1 —p)=1={(s) = 1_[ 1 _1p—s'

peP peP

Vztah

[N
I
~= =
B
Il
s
=

pTlS

n=0

dostaneme rozepsanim zlomku 1/(1 — p~*) na geometrickou radu.

5.4 Hodnota nekone¢ného souétu zeta-funkci

Véta 20. Plati rovnost:

i(C(S) -D=1

Diikaz:*" Vyjdeme z definice Riemannovy zeta-funkce:

Soren- 58-S §-) 555

[ee]
=2 \n=1 s=2 n=2

27 srov. CHOW, Steve. An infinite series of an infinite series. YouTube [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://www.youtube.com/watch?v=IVOoFZhghcg&t=609s

36



Nyni vyuzijeme faktu, ze pokud nase dvojita suma konverguje, tak konverguje absolutng¢,

protoze

1

= 1
FZZF

n=2 n=2

Coz znamena, ze muzeme zaménit pofadi sumace, aniz bychom ovlivnili vysledek.

Zaménime tedy pofadi sumace a vyuZzijeme vzorec pro soucet geometrické fady:

s=2n=2 n=2s n=2 \s=0 n=2 1-
B n—1 n) n—1 n) n—-1 n
n=2 n=2 n=2

Dostali jsme teleskopickou fadu, kterou miizeme vyiesit nasledovné:

1 1y w1 1y n /11 11
;(n_l‘;)=15‘Eso;(n_1‘;>=1$1£‘30[(1‘§)+(§‘§)+ *(7=i7)
) 1 1 1 1 1 1 1
= tim [1+ (-3 +3)+ (-3+3)+ -+ (v tw—1) v
) 1
= [1-5] =2

Cimz je tvrzeni dokazané.

5.5 Konkrétni hodnoty

V tomto oddilu jsem vychazel ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.?®

5.5.1 Hodnota {(0)

Pro vypocet této hodnoty pouZzijeme vztah mezi Riemannovou zeta-funkci a Dirichletovou

eta-funkci. Ptifazujeme tedy hodnotufadé {(0) =1+ 1+ 1+ 1 + -

28 particular values of the Riemann zeta function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13].
Dostupné z: https://en.wikipedia.org/wiki/Particular_values_of_the_Riemann_zeta_function

37



1

1
() =n(s)A-2")"1=70)=n0)(1-2)"= D=3

Timto netvrdime, ze fada 1 + 1 + 1 + --- konverguje k hodnoté —1/2. Pouze ji tuto hodnotu

piifazujeme.

5.5.2 Hodnota {(-1)

Budeme pftifazovat hodnotu fadé
(-1)=14+2+3+4+4+5+--.

Muzeme toho dosahnout pomoci Riemannovy funkcionalni rovnice:
{(s) = 255~ 1sm( )F(l —s5)J(1 = s).

n_l
==

= ¢(=1) = 27 sin (= 2) T+ DA +1) = = =

212
Stejného vysledku mizeme dosadhnou, pokud zndme hodnotu n(—1) = 1/4:

{(s) =n(s)(1 -2t~

1/ 1 1
= (-1 =n(-DA - 24 =2 (-3) = -

5.5.3 Hodnota {(2)

Hodnota {(2) = w2 /6 je velmi znama. Tato Uloha se nazyva Bazilejsky problém a vyfesil ji

=)

Euler. Ukazeme si jeho dikaz. Vyjdeme z vysledku z Lemmatu 3:

sinx_1 x? x* x° _(4 x? | x? | =
X _§+§_ﬁ+""< _F>< _(Zn)2>< (3n)> 1_[<

n=1

Roznésobime soucin a zamé&fime se pouze na druhé mocniny x:

2 4 6 2 2 2 xZ

A S == - . <1+1+1+ )+
3! 5! 7! m2 (2m)? (3m)? B 2 '

A porovndme koeficienty u druhych mocnin x:



2

R @) ==
S14t—t—ef= -
22 32 (2)=7

5.5.4 Hodnota v kladnych sudych ¢islech

Euler dokazal, ze pron € N plati:

{(2n) = ann, pEZ  qE€EN.

V dnedni dobé uz je znam ptesny vzorec pro tyto hodnoty, ve kterém se mimo jiné objevuji

i takzvana Bernoulli cisla, ktera souvisi s bionomickymi koeficienty. Konkrétné:

(Zn)anZn
— (_1\n+1
Nékolik prvnich hodnot:
T[Z 7.[4 7T6 7T8 10

5.5.5 Hodnota v kladnych lichych ¢islech

Pro kladna liché ¢isla neexistuje Zadny obecny vzorec jako pro kladna suda ¢isla. V jednicce

dostaneme harmonickou fadu

€)) N
= — —_ —_ —_ —_ —_ eee — OO
¢ 1 2 3 4 5 6 ’

kterd diverguje a Riemannova zeta-funkce jedni¢ky tedy neni definovana. Ve trojce
dostaneme hodnotu ¢(3) ~ 1.202, ktera se nazyva Apéryho konstanta. Apéry dokazal, ze {(3) je
iraciondlni. V dnesni dobé uz je dokazano, Ze nekone¢né mnoho ¢isel ve formé {(2n+ 1), n € N

je iracionalnich.

5.5.6 Hodnota v zapornych celych ¢islech

Obecné, pro n € N plati:
B
—n) = (=)L
¢(=m) = (-1)r 2

V sudych zapornych celych ¢islech je Riemannova zeta-funkce rovna nule.
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Prvnich nékolik hodnot:
1 1 1 1
(=1 =—1Iz’ ((—3)=m: C(—5)=—ﬁ: {(=7) =510
5.5.7 Hodnota limity {(o0)

Véta 21. Plati rovnost:

o) =1

Diikaz:%®

| o1 - 1 1
H%@1%25—mﬁ*25»4ﬂ% ns
n=1

n=2 n=2

, " . v v 1 , . , . .
Nyni potfebujeme urcit hodnotu fady 2?{’:2; pro s — oo. Vime, Ze dolni hranice je nula.
Horni hranici miizeme stanovit pomoci integralu. Mame tedy:

s [ee)

O<§:1<Jw1d _ X7
B ZnS_ ; x5 U1
n=

Vyuzijeme toho, ze s je velké, a tudiz je 1 — s < 0. Dostaneme tedy:

o<§:1<0 11
- ns — 1—-s s—1

1

1 1

OSllmZ—Sllm =0
Ss—00 ns ssos —1
n=2
Coz implikuje, Ze
li =14+l N 1 =1
limde) =1+ lim ) =1
n=2

2 srov. CHOW, Steve. An infinite series of an infinite series. YouTube [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://www.youtube.com/watch?v=IVOoFZhghcg&t=609s
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5.6 Riemannova hypoteza

V tomto oddilu jsem vychazel zejména ze ¢lanku zvetejnéném na Wikipedii®® a ze ¢lanku

zvefejnéném na webu Cantorsparadise.®!

vvvvvv

matematiky. Dokézdnim Riemannovy hypotézy by bylo vyfeSeno velké mnozstvi hlubokych
problémii z riznych oblasti matematiky, jejichz dikazy predpokladaji pravdivost Riemannovy
problému nového tisicileti. Za vyfeseni n€kterého z téchto problému zaplati Claytv matematicky
ustav odménu 1 000 000 $. Zatim byl vyfeSen pouze jeden z problému tisicileti (Poincarého
domnénka), ale matematik, ktery jej vyfesil (Grigorij Perelman) odménu odmitl. Riemannova

hypotéze se zabyva nulovymi body Riemannovy zeta-funkce.

5.6.1 Existence nulovych bodi s R(s) <0

Jiz jsme konstatovali, ze v sudych zapornych celych ¢islech se vyskytuji takzvané trivialni

nulové body. Témto nulovym bodiim fikame trivialni, protoZe je snadné je najit a vysvétlit.

0.1 (S)

Ha 3 H2 11 foe_9—"8 -7 £ =5 4 -3 -2 -1 0 1

-0.02
-0.04
-0.08
—0.08

=0.1

Obréazek 5.2: Prvnich nékolik trivialnich nulovych bodii Riemannovy zeta-funkce.

30 Riemann hypothesis. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis

31 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f
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5.6.2 Existence nulovych bodt s R(s) > 1
Z Eulerova soucinu je vidét, Ze Riemannova zeta-funkce nemuze mit nulovy bod s realnou
slozkou vétsi nez jedna, protoze konvergentni nekonec¢ny soucin mize byt roven nule pouze pokud

je jeden z jeho ¢lend roven nule.

1
(@ =] [i==
pEP 1 p
5.6.3 Existence nulovych bodis0 < R(s) <1
Nasli jsme trivialni nulové body Riemannovy zeta-funkce v poloroviné {s € C : R(s) < 0}

a ukazali jsme, Ze neexistuji Zadné nulové body v poloroving {s € C : R(s) > 1}.

Pas mezi témito dvéma polorovinami {s € C: 0 < R(s) < 1} se nazyva kriticky pas a
ptimka uprostied tohoto pasu {s € C : R(s) = 1/2} se nazyva kritickd primka. Nulové body, které
se nachazi v kritickém pasu nazyvame netrivialni nulové body. Vime o nich, Ze jich je nekone¢né
mnoho a Ze jejich realné Casti jsou symetrické podle kritické ptimky a Ze se objevuji v komplexné
sdruZenych dvojicich. MnoZina vSech nulovych bodi je tedy osové soumérna podle realné osy i
podle kritické ptimky. V roce 1989 bylo dokazano, zZe vice nez 40% vSech netrivialnich nulovych
bodil lezi na kritické pfimce. Riemannova hypotéze je vSak mnohem silnéj$i tvrzeni a to, Ze

vSechny netrivialni nulové body Riemannovy zeta-funkce lezi na kritické primce.

Bylo jiz zkontrolovano 12 363 153 437 138 netrivialnich nulovych bodi a vsechny lezely
na kritické pfimce. Toto je pomérné silny divod k ptedpokladu, ze Riemannova hypotéza je
pravdiva, ale neni to jeji dilkkaz. V historii matematiky se objevuje nckolik hypotéz, které
numericky vypadaly, Ze jsou pravdivé, ale nakonec bylo dokdzano, Ze pravdivé nejsou. Jako
ptiklad mizeme uvést jednu z Gaussovych hypotéz, Ze logaritmicka integralni funkce je vzdy vétsi
nez prvociselna funkce. To bylo vyvraceno anglickym matematikem Littlewoodem, ktery ale nedal
zadnou horni hranici. S tou pfiSel az matematik Stanley Skewes. Za ptedpokladu, Ze Riemannova
hypotéza je pravdivé, dal horni hranici ee”e”79 a za piedpokladu, Ze neni pravdiva, dal hranici

e’e”e’e”7.705. V dneini dobé uz mame lepsi odhad pro horni hranici, &islo 1.4 - 10316,
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Nyni si ukaZzeme dva grafy ukazujici prvnich nékolik netriviadlnich nulovych bodi. Budeme

tedy znazornovat ¢isla ve tvaru {(1/2 + it). Zamétime se na interval t € [—30, 30].

34

R[TG +ix)] I[CE +ix)]

s

—1

%0

/\ ' 30
@aYL

Obréazek 5.3: Graf velikosti realné (Cervena) a imagindrni (modra) slozky Riemannovy zeta-
funkce {(s) na kritické primce R(s) = 1/2 v zavislosti na velikosti imagindarni slozky x = J(s).
Prvni netrivialni nulové body jsou v 3(s) = +14.135,4+21.022 a +25.011.%

2 T T T T T T T

05

[

15 -

2 1 1 1 1 1 1 1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.4: Zndzorneéni casti kritické primky {s € C : R(s) = 1/2,|3(s)| < 30} v Gaussové
roviné po uplatneni transformace s = { (S).3

32 Riemann hypothesis. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis
3 Riemann hypothesis. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis
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5.6.4 Spojitost s prvocisly
Na zacatku této prace jsme fikali, ze odchylka logaritmické integralni funkce a prvociselné
funkce |Li(x) — m(x)]| je maximalné O(x In x). Matematik Helge von Koch roku 1901 dokazal,

ze pokud je B horni hranice realnych slozek netrivialnich nulovych bodu, pak
ILi(x) — w(x)| = O(xP Inx).
Vime, ze 1/2 < B < 1, ale Riemannova hypotéza naznacuje nejlepsi moznou odchylku
ILi(x) — m(x)| = 0O(VxInx).

Vic specificky, pro x > 2657 naznacuje, Ze plati
Li) - n()] < V&
i(x) —m(x m xInx.

5.7 Riemannova aproximace prvociselné funkce

V tomto oddilu jsem vychazel zejména ze &lankd zvefejnénych na webech Wikipedia,®*

MathWorld®® a Cantorsparadise.®

Riemann pouzil prvoéiselnou funkci k tomu, aby si definoval svoji vlastni, kterou dnes

nazyvame Riemannova prvociselnda funkce a zna¢ime ji f(x) nebo I1(x).

5.7.1 Riemannova prvociselna funkce

Definice 14. Necht x € R*, pak Riemannova prvociselnd funkce
> (Vx 1 1 1 1
GEDY % = () + 57(Vx) + 57(3F) + 7 m(Vx) + S (V) + -
n=1

Miizeme si vSimnout, Ze tato fada konverguje, protoze od urcit¢ho bodu bude prvociselna

funkce rovna nule, protoze m(x) = 0 pro x < 2.

34 Explicit formulae for L-functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Explicit_formulae_for_L-functions

3% Riemann Prime Counting Function. MathWorld [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://mathworld.wolfram.com/RiemannPrimeCountingFunction.html

36 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:
https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f
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Véta 22. Necht x € R*, pak

[logz (x)]

flx) = 2 n(f)-

n=1

Diikaz:

Vx> 2= x>2"=n <log,(x).

V kontextu sumace potfebujeme, aby hranice sumace byla celé ¢islo, pouzijeme tedy funkci

dolni celd c¢ast a ziskame |log, (x)].
{f(x), m(x)}

17.5¢

15¢

12.5¢

10¢

7.5}

5t

2.5}

. . . . -y
10 20 30 40 50
Obrazek 5.5: Graf Riemannovy prvociselné funkce f(x) a prvociselné funkce mw(x).%’
Stejné jako prvociselna funkce je i Riemannova prvociselna funkce ,,skokova“ a jeji hodnota
se zvySuje narazove:
1, kdyz x je prvocislo,

£ (x) skoti o 1/2, Kkdyz x je druhd mocnina prvocisla,
1/3, kdyz x je tfeti mocnina prvocisla.

Prvociselnou funkei 1ze zpétné€ vyjadiit pomoci Riemannovy prvociselné funkce pomoci

procesu, kterému se fika Mdbiova transformace. Tento proces v této praci nebudeme popisovat.

37 Riemann Prime Counting Function. MathWorld [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://mathworld.wolfram.com/RiemannPrimeCountingFunction.html
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Definice 15. Necht n € N, pak Mobiova funkce?®
1, pokud je n bezcttvercové se sudym poctem prvociselnych déliteld,
u(n) :=<—1, pokud je nbezctvercové s lichym poctem prvociselnych déliteld,

0, pokud n neni bezctvercové,

kde bezctvercové cislo znamena celé Cislo, které neni délitelné zadnym ctvercem.

i)

]_—" L L L LN L * e L L
05 |

: 10 20 30 40 50
—05 |
—1F ¢+ + = . @ . @ . e * sa e .

Obrézek 5.6: Graf Mdbiovy funkce.®
Véta 23. Necht x € R*, pak

PO _ ) - £(0R) ~ 2 £) 3 (39) + £ (8)

m(x) = i u()

5.7.2 Riemannova explicitni prvoc¢iselna véta
Riemannovi se také podafilo pomoci Eulerova soucinu propojit jeho zeta-funkci s jeho

prvociselnou funkci a vznikl tak ekvivalent Eulerova souc¢inu v jazyce kalkulu.

Véta 24. Necht's € C, R(s) > 1, pak

Ynee) = [ feord
“Ing(s) = fo F)x51 dx.

Riemann poté roku 1859 pomoci tohoto vztahu formuloval explicitni prvociselnou vétu
hovotici o jeho prvociselné funkci. Ukazuje v ni, Ze nuly jeho zeta-funkce tidi oscilace prvocisel

kolem jejich ,,o¢ekavanych* poloh. Tato véta byla vSak dokazana aZ roku 1895.

38 srov. Mébiova funkce. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6biova_funkce

39 Mébiova funkce. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-03-13]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6biova_funkce

46



Véta 25. Necht' x € R, x = 2, pak

dt
t(t2—1)Int

=10 - Y -z + [
o x

kde li(x) je logaritmicka integralni funkce (neposunuta) a suma je pres vSechny netrivialni
nulové body p Riemannovy zeta-funkce. Pokud je Riemannovy hypotéza pravdivd, pak vsechny tyto

nulové body maji redlnou slozku R(p) = 1/2.

Dominantnim ¢lenem, ktery ma vzdy nejvétsi hodnotu je li(x). M& spojitost s polem

Riemannovy zeta-funkce {(s) v bod¢ s = 1.

Cleny li(x”), ve kterych se objevuji netrivialni nulové body Riemannovy zeta-funkce se
musi definovat, protoze standardni funkce li(x) je definovana pouze pro kladna realna ¢isla kromé
jednicky. Dalsi problém je, Ze tato suma nekonverguje absolutné, takze jeji Cleny scitame
vzestupné podle absolutni hodnoty imaginarnich slozek netrivialnich nulovych bodu, tedy podle

|S(p)|. Tyto ¢leny upravuji chybu dominantniho ¢lenu li(x).

Zbylé dva ¢leny souvisi s trivialnimi nulovymi body Riemannovy zeta-funkce. Pfedposledni
¢len je konstanta —In 2 = —0.699. A posledni ¢len je integral, ktery konverguje pouze pro x > 1,
ale vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné prvocislo p < 2 tak, nas zajimaji pouze hodnoty pro

x = 2. Tento integral je monotonné klesajici a jeho nejvétsi hodnota (= 0.14) je v bodé x = 2.

Vzhledem k tomu, Ze jsme schopni vyjadtit prvociselnou funkei (x) pomoci Riemannovy
prvociselné funkce f(x) a Riemannovu prvociselnou funkci vyjadfit pomoci nulovych boda
Riemannovy zeta-funkce {(s), tak jsme schopni velmi pfesn¢ aproximovat hodnotu prvociselné
funkce. Tato aproximace je velké zlepSeni od prvociselné véty m(x) ~ Li(x). Jak je ukdzano na

obrazcich nize, ¢im vice netrivialnich nulovych bodl pouzijeme, tim lepsi aproximaci dostaneme.
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Obrazek 5.7: Graf prvociselné funkce m(x) a aproximace prvociselné funkce J (x) za pouZiti
prvnich 35 netrividalnich nulovych bodii Riemannovy zeta-funkce.*

J() 7(x) | —

T

] 0

Obrazek 5.8: Graf prvociselné funkce mw(x) a aproximace prvociselné funkce | (x) za pouZiti
prvnich 100 netrivialnich nulovych bods: Riemannovy zeta-funkce.*!

40 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:

https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f

4 VEISDAL, Jgrgen. Cantorsparadise [online]. [cit. 2022-03-12]. Dostupné z:

https://www.cantorsparadise.com/the-riemann-hypothesis-explained-fa01c1f75d3f
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Zavér

Ve své seminarni praci jsem se vénoval prvociselné funkci, gama funkei, Dirichletové eta-
funkci, Riemannov¢ zeta-funkci a Riemannové hypotéze. Prace obsahuje diikazy konvergence a
divergence nékterych z vy$e zminénych funkci a dikazy nékterych jejich vlastnosti a vztahti mezi
nimi.

Pii zpracovavani této prace jsem si prohloubil své znalosti z oblasti komplexni analyzy a
dikazii konvergence a divergence fad a integrald. Naucil jsem se mnoho nového o vySe zminénych
funkcich, zejména definici analytického prodlouzeni gama funkce, Dirichletovy eta-funkce a
Riemannovy zeta-funkce. Také jsem kone¢né zjistil, jak Euler dokézal Basilejsky problém, ktery
mé vzdy zajimal. V této préci jsem se mimo jiné seznamil i s Riemannovou hypotézou, coz

vzhledem K jeji dulezitosti povazuji uzite¢né do budoucna.

Od smrti Riemanna roku 1866 ve véku pouhych 39 let zistal jeho prilomovy ¢lanek
meznikem na poli teorie prvocisel a analytické teorie ¢isel. Dodnes zustava Riemannova hypotéza
0 netrividlnich nulach Riemannovy zeta-funkce nevyfeSena, navzdory rozsahlému vyzkumu
mnoha velkych matematikll po témét dvé stoleti. Kazdy rok jsou publikovany ¢etné nové ditkazy
a domnénky spojené s Riemannovou hypotézou v nadéji, ze jednoho dne budeme mit hmatatelny

dukaz o jeji pravdivosti.
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