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Anotace

Tato prace pojednava o Pascalové trojuhelniku. Na tvod si povime néco
o jeho historii a poté se presuneme ke kombinac¢nim cislum. Dokazeme si par
dulezitych pravidel a posléze i binomickou vétu. Nakonec se zamérime na sa-
motny trojuhelnik, dozvime se jak jej zkonstruovat a dokazeme si nékteré jeho
vlastnosti. Zjistime, ze se v ném ukryvaji znamé matematické konstanty, fraktaly,
posloupnosti a mnoho dalsiho.
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1 Historie Pascalova trojuhelniku

V tomto oddilu jsem vychazel z [9]. Asi neni velkym piekvapenim, ze fran-
couzsky matematik Blaise Pascal nebyl prvni, koho zaujalo uspotadani kom-
binac¢nich ¢isel do trojihelniku. Zabyvalo se jim mnoho matematiku naptic¢ his-
torii, takze je v ruznych castech svéta znam pod ruznymi nazvy.

V Indii trojuhelniku prezdival matematik Halayudha ,Schodisté hory Meru'
vice nez sedm set let pred Pascalem. Priblizné sto let po ném jej popsal Persky
matematik Omar Khayyam, takze v franu se trojuhelniku dnes 11k ,Khayyamuv
trojihelnik.“ Aby toho nebylo mélo, tak jej ve tiindctém stoleti studoval Cinsky
matematik Yang Hui a v Ciné se mu tedy dodnes ik , Yang Huiho trojihelnik.“
Ani v Evropé nebyl Pascal prvni.V Itélii se jim zabyval matematik Niccolo Tar-
taglia, a dodnes se tam nazyva ,, Tartagliiv trojihelnik.

Pascal az roku 1655 publikoval praci ,,Pojednani o Aritmetickém Trojihelniku,“
ve které pojednaval o trojuhelniku a pouzil jej k feseni problému v teorii pravdeé-
podobnosti. Trojihelniku se zacalo fikat Pascaluv az na zacdatku osmmnactého
stoleti, kdy jej spojili s Pascalem matematici Pierre Raymond de Montmort a
Abraham de Moivre.
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2 Kombinac¢ni ¢isla

V tomto oddilu jsem vychézel z [4]. V kombinatorice se ¢asto snazime spocitat,
kolik existuje objekti dané vlastnosti. Jedna z nejpfirozenéjsich otazek je, kolik
obsahuje n-prvkova mnozina k-prvkovych podmnozin. Jednim z moznych reSeni
je predstavit si, ze tuto k-prvkovou podmnozinu budujeme. Prvni prvek muzeme
vybrat n zpusoby, druhy uz pouze n — 1 zpusoby atd. Posledni, k-ty prvek lze
vybrat n— k41 zpusoby. Pravé jsme vytvorili n(n—1) - - - (n—k+1) posloupnosti
k prvku, za kazdou podmnozinu celkem k! permutaci. Odpovéd na nasi otdzku
tedy je

nn—1)---(n—k+1)
k!
Cisla tohoto tvaru jsou pro nés natolik vyznamné, ze majf vlastni jméno. Nazjvaji
se kombinacni ¢isla a v kontextu binomické véty se jim také nékdy tika binomické
koeficienty. V této praci si je definujeme pomoci klesajicich mocnin.

Definice 1 (klesajici mocnina). Necht r € R,k € Ny. Potom k-tou klesajici
mocninu ¢isla r definujeme jako

k ¢lenu

TE;:?(r—l)---(r—k‘Jrﬁ-

Pro k = 0 dostdvame prazdny soucin, a hodnota r° je tedy 1.

Definice 2 (kombinaéni &fslo). Necht r € R, k € Z. Potom kombinacni ¢islo (})
(¢teme ,,r nad k“) definujeme jako

r\ rE/k, pro k >0,

k) o, pro k <0,
kde r nazyvame horni index a k nazyvame dolni index. V kontextu ptirozenych
¢isel nebo nuly budeme horni index znacit n pro snadnéjsi rozliSovani.



Vsimnéme si, ze specidlné pro n, k € Ny, 0 < k < n plati
n\ n!
k) k!(n — k)!'

Tvrzeni 1 (pravidlo soumérnosti). Necht n € Ny, k € Z, potom

()= »

Diikaz. Pravidlo soumérnosti plati, protoze pro k < 0 jsou obé strany nulové a
pro k > 0 lze mezi mnozinou vSech k-prvkovych podmnozin a mnozinou vsech
(n—k)-prvkovych podmnozin sestrojit bijekci, ktera kazdé k-prvkové podmnoziné
priradi jeji (n — k)-prvkovy doplneék.

d

Obdobou pravidla soumérnosti pro horni indexy je horni negace.

Tvrzeni 2 (horni negace). Necht r € R, k € Z, potom

()-r (1)

Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni je snadny, protoze
(=)= (=r)(=r—=1)---(=r—k+1)=(-DF(r+ k- 1Dk

Dosazenim —r za r ziskame . Specialnim ptipadem horni negace je (_kl) = (=1~

Dalsi pravidlo ndm umoznuje manipulovat s indexy kombinacnich ¢isel.

Tvrzeni 3 (pravidlo extrakce). Necht r € R, k € Z, potom

k(zi) (o) &
()= () &
(k>:(r—k‘+1)(ki1>. (5)

Diikaz. Prvni identita plyne z definice , protoze % = r(r—1)* 2t a k! = k(k—1)!
pro k > 0; obé strany jsou nulové pro £ < 0. Druhd identita plati, protoze
r(r —1)8 = rE(r — k) pro k > 0; obé strany jsou opét nulové pro k < 0. Tieti
identitu ziskame aplikaci na pravou stranu . Pro r,k € N maji vSechny
tyto identity hezky kombinatoricky vyznam. o



Pascalovo pravidlo budeme pottebovat ke konstrukci Pascalova trojihelniku.

Tvrzeni 4 (Pascalovo pravidlo). Necht r € R, k € Z, potom

T r—1 r—1
()-()+ () @
Dukaz. Pascalovo pravidlo muzeme dokazat sectenim prvnich dvou extrakénich

identit a :

o) o)) ()

vydéleni obou stran rovnice r # 0 ndm dé @ Pripad r = 0 je lehké zkontrolovat.

Pror € N;1 < k < r mtzeme také vyuzit vztah mezi kombina¢nimi ¢isly
a mnozinami. Nechf A je néjakd n-prvkova mnoZina obsahujici prvek a, potom
k-prvkové podmnoziny mnoziny A lze rozdélit do dvou kategorii. Na ty, které ob-
sahuji prvek a, téch je (Zj), a na ty, které jej neobsahuji, téch je (”;1) Celkem
jich ale musi byt (Z), coz dokazuje Pascalovo pravidlo.

J

Zajimava je také hodnota kombinacnich ¢isel s hornim indexem ve tvaru ,,celé
¢islo minus jedna polovina.*

Tvrzeni 5. Necht r € R,k € Z, potom
r\(r—1/2\ _ 1 (2r\ (2k 7)
k k C 22 \2k )\ k)

1\kE (QT)
) 92k k> 0.
Tato identita je ziejma, kdyz rozepiseme klesajici mocniny a cleny na levé strané

usporadame sestupné:

Diikaz. Vyjdeme z

52

TE(’I"—a

2r(2r—1)---(2r —2k+1)

rr= D=1 =3 —k+1)r—k+3) = 222

Nyn{ obé strany rovnice vydélime k!? a dostaneme

bor=HF 1 2% (2k) L () (U2 _ L (2 (2
k! K22k (k) KR! k k 22k \2k )\ k)’
Vsimnéme si, ze posledni rovnost plati i pro k£ < 0.

J

Dusledek. Kdyz polozime k = r = n, kde n € Z, tak vyjde

(7))

a horni negaci levé strany ziskame

-G G) <8>
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3 Binomicka véta

V tomto oddilu jsem vychéazel pfedevsim z [4] a [7]. Binomickd véta hovoif o
rozlozeni n-té mocniny dvojclenu na soucet n + 1 s¢itancu.

Véta 6 (binomicka véta). Necht z,y € C,n € Ny, potom

(z+y)" = i (Z) " Ryk,

k=0

Dukaz. Binomickou vétu lze dokazat matematickou indukei podle n, ale péknou
alternativou je kombinatoricky dukaz. Vyraz (x + y)" rozepiSeme na souéin n
dvojé¢lenu

n ¢lenu
7\

(@+y)" =z +y)(@+y) - (z+y).

Béhem roznasobovani si z pravé k clenu vybereme y a z n — k clenu si vybereme
x. Protoze si z celkovych n ¢lenu vybirdme k-krat y, tak je (Z) zpusobu jak to

udélat. Cimz ziskdme vyraz (Z) 2" *yk . Aby binomickd véta platila i pro z = 0

nebo y = 0, tak musime dodefinovat 0" := 1, coz v kombinatorice ddva smysl.

Véta 7 (zobecnénd binomickd véta). Necht x,y € C,|z| > |y| a r € R, potom

e =3 ()7 o)

k=0

Diikaz. Necht f: C — C je funkce dand piedpisem f(z) = (z + z)". Pak k-t
derivace f je
FO) =k s+ a)r

z toho ziskdme Taylorovu fadu f se stfedem v 0:

— f®(0) , R S TR N £
f(z)—z - :>(z+$)—ZTz —Z P )T

k=0 k=0 k=0
Pfejmenovdnim z na y obdrzime rovnost (9)). Nyn{ ukdzeme, ze pro |z| > |y| tato
fada konverguje absolutné. Pouzijeme podilové kritérium:

(kil)l,rf(kJrl)ykJrl

(;) xr—kyk

rktl okl y

:]_' —_—_— .
B 7E (k1) 7

k—o00

lim
k—o0

r—k’ |yl

y)l

4

Pozndmka. Véta |7 by platila i pro » € C, ale museli bychom nejprve definovat
komplexni mocninu.



Dosazenim do zobecnéné binomické véty muzeme najit soucty nékterych rad.
Napriklad volbou x = 1,y = —x,r = —n a horni negaci dostaneme

= n (e - ()

Nebo volbou z = 1,y = —z,7 = —1 a pouzitim (§) bychom ziskali

o

=R (V)60 ()

4 Pascaluv trojihelnik

V tomto oddilu jsem vychézel prevazné z [1], [7] a [9]. Pascaluv trojuhelnik
je sikovné usporadani kombinac¢nich ¢isel do trojuhelniku. Zkonstruujeme jej tak,
ze do prvni fady dame ¢islo 1. Prvky dalsich fad vzdy vytvorime sectenim dvou
nejblizsich prvku, které se nachéazeji o fadu vys, coz funguje diky Pascalovu pra-
vidlu (). Rady i prvky fad Pascalova trojihelniku budeme indexovat od nuly,
aby platilo, ze k-ty prvek n-té rady je (’;) V Pascalové trojihelniku jsou krasné
vidét vlastnosti kombinacnich ¢isel. My se seznamime s nékolika nejzajimavejsimi
a dokazeme si je.

(©)
0

0 ()
@ ) €
@ ) 6 6
@ ) 6 6
@ 6 6 6 @ ¢
Obréazek 1: Prvnich Sest fad Pascalova trojuhelniku, zdroj: [10].

Vsimnéme si, ze bychom Pascaluv trojuhelnik mohli definovat i trochu jinak.
A sice, ze kazdé ¢islo udava pocet cest, které do néj vedou z vrcholu trojihelniku,
pricemz se muzeme pohybovat pouze doleva  nebo doprava \, Funguje to,
protoze pokud se chceme dostat do k-tého prvku n-té tady, tak musime na n
krizovatkach k-krat zahnou doleva. Tohle se hodi naptiklad pii dukazu Leibnizovy
formule pro n-tou derivaci souc¢inu dvou funkci.

Véta 8 (Leibnizova formule). Necht f a g jsou n-krdt derivovatelné funkce, pak
je soucin teéchto funkci také n-krat deriwovatelny a plati pro néj

oo =3 () 0.

k=0



Duiikaz. Leibnizovu formuli 1ze podobné jako binomickou vétu dokazat matematic-
kou indukei podle n. My ji ale dokazeme kombinatoricky. Vyjdeme ze souc¢inového
pravidla (fg) = f'g + fg¢'. Vzdy, kdyz je pouzijeme, tak dochézi k urcitému
vétveni na piipad, kdy jsme derivovali f a na pripad, kdy jsme derivovali g. V
nasi analogii si vybirame, jestli zahneme doleva nebo doprava. Abychom po n
derivacich dospéli k vyrazu f* ¢ tak musime zderivovat g prave k-krét, coz
je mozné udélat (Z) zpusoby.

d

4.1 Vlastnosti plynouci z Binomické véty

Chytrym dosazenim do binomické véty [6] muzeme obdrzet ruzné pékné rov-
nosti. Napftiklad volbou x = 1 a y = 1 dokazeme, ze soucet prvku n-té rady
Pascalova trojihelniku je roven 2™:

(1+1)" = zn: (Z) TURLILIEN ; (Z) — 2",

k=0

Zaroven jsme ukazali, ze pocet vsech podmnozin n-prvkové mnoziny je 2". Volbou
r=1ay= —1 dostavame

(1-1)" = i <Z) 1R (—1)F = §<_1>k(2) = 0.

k=0

)+ @) G0 () )

Cimz jsme ukazali, ze pocet lichych a sudych podmnozin n-prvkové neprézdné
mnoziny je stejny. Lichou, resp. sudou podmnozinou myslime podmnozinu s
lichym, resp. sudym poctem prvku. Dusledek pro Pascaluv trojuhelnik je, ze kdy-
bychom k sobé stiidavé pricitali a odecitali prvky libovolné fady (kromé nulté),
tak vysledek bude roven nule. Dalsi zajimavou volbou muze byt tfreba x = 10 a

y=1.

Takze

4.2 Vlastnosti k-tych prvka rad

Nejprve si dokazeme tvrzeni o hokejkach a pomoci néj zduvodnime dalsi vlast-
nosti.

Tvrzeni 9 (o hokejkdch). Sectenim k-tiych prvki vSech tad aZ po n-tou Tadu
ziskame (k + 1)-ni prvek (n + 1)-ni fady. Necht n,k € Ny, 0 < k < n, potom

> ()= ()

Dikaz. Vsimnéme si, ze tvrzeni o hokejkach vyplyva z opakované aplikace Pas-
calova pravidla @ Formélné je lze dokézat matematickou indukei podle n.



Prvni krok: n = k& > 0: (]]z) = (IZE), coz plati. V indukénim kroku vyjdeme z

predpokladu, ze tvrzeni plati pro n a ukazeme, ze potom plati i pro n + 1.
n+1 . n .
— \k — \k k k+1 k k+1)
d

Diky pravidlu soumérnosti muzeme vytvaret i  hokejky“ s opa¢nou orientaci.

Obrazek 2: Pascaluv trojuhelnik se tfemi vyznacenymi hokejkami, zdroj: ||

Nyni muzeme pomoci tvrzeni o hokejkach nahlédnou nasledujici. Prvni pr-
vek n-té tady je roven n, protoze (T) = n. Druhy prvek n-té tady je n-té
trojihelnikové cislo, tedy soucet prvnich n prirozenych ¢isel. Treti prvek n-té
fady je soucet prvnich n trojuhelnikovych ¢isel, znamy jako n-té pyramidové ¢islo.
Mohli bychom pokracovat a bavit se o dalsich prvcich, napriklad ¢tvrté prvky rad
by vytvarely ¢tyr-dimenzionalni obdoby nasich pravidelnych ¢tyfsténi. Obecné
se témto ¢islum rika figurdlni cisla.

®
® o0
e 00 o000
® 00 000 0000
le]_ T2:3 T3:6 T4:10
® P
® o0 /o
o0 000 . =2
000 0000 /e g\
0000 00000 . ¢ e Rl
00000 000000 . &2 ol <\
Ts =15 T =21 1 4 10 20

Obrazek 3: Vizualizace trojuhelnikovych a pyramidovych ¢isel, zdroje: , .



S touto znalosti muzeme z Pascalova trojihelniku piimo ¢ist ne zcela trividlni
soucty nékterych rad, naptiklad

Zk(kz— 1 _ <n-§1> :é(n—i—l)n(n—l)

k=2

nebo

" k(k—1)(k—2) n+1 1
2 5 ( 4 > —ﬁ(n—i-l)n(n—l)(n—Q).

A7 doposud jsme séitali k-té prvky fad, ale ted se budeme zabyvat séitdnim
jejich prevracenych hodnost, pricemz se nezastavime u n-té rady, ale budeme po-
kracovat az do nekone¢na. Pro nulté prvky bude nase rada samoziejmé divergovat,
pro prvni prvky dostaneme harmonickou radu, ktera také diverguje. Ostatni rady

uz ale budou konvergovat.

(el

Obréazek 4: Vyznaceni sum prevracenych hodnot k-tych prvkua rad, zdroj: [1].

Tvrzeni 10. Soucet prevrdcengjch hodnot k-tyjch prvkiu rad Pascalova trojuhelniku
konverguje k hodnoté k/(k —1). Necht k € N, k > 2, potom

=1 k
2 TR

n=~k

Diikaz. Nejprve upravime vyraz uvniti sumy tak, abychom dostali teleskopickou
rfadu. Mame

1 k! k!

(AR I ) s e

Rozkladem na parcidlni zlomky ziskame

1 1 1
(n—k+1)n k—1\n—k+1 n)’

9



Takze

1 1 1 1 k!
m:kz 1 (n—k+1_ﬁ> m—k+2)---(n—1) -

kél <<n1k+1>1---<f1><nk+12>---n> -
“rod ((n—1)k—1_nk—1)'

Nyni uz stac¢i pouze vyftesit vzniklou teleskopickou tfadu:

4.3 Sierpinského trojihelnik

Pokud vybarvime liché prvky Pascalova trojihelniku ¢erné (a nas trojihelnik
bude nekonecny), tak dostaneme fraktdl znamy jako Sierpinského trojihelnik.
Tohle funguje, protoze sectenim dvou lichych nebo dvou sudych ¢isel dostaneme
sudé cislo, zatimco sectenim sudého a lichého c¢isla dostaneme liché ¢islo.

Obrazek 5: Vybarveny Pascaluv trojihelnik a Sierpinského trojihelnik, zdroje:
6], [11].
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4.4 Fibonacciho posloupnost

V Pascalové trojuhelniku ziskame n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti se¢tenim
prvku lezicich na diagonale zac¢inajici prvkem (”51). Pro prehlednéjsi znazornéni
diagonal zarovname Pascaluv trojihelnik doleva. V této formé je kazdy prvek
roven souctu ¢isla lezictho primo nad nim s ¢islem vlevo od néj. VSimnéme si,
ze prvky nové diagonaly vzniknou jako soucet prvku predchozich dvou diagonal,
coz je v této tabulkové formé Pascalova trojuhelniku dobte vidét. Fibonacciho

posloupnost vznikne, protoze prvni dvé diagonaly obsahuji pouze jednicku.

2,3 5 8 13,21 34

p 1/ ,-'V p ” y

§ 4" G

g 4 b
§ o N I
28 56 70 56 28 8 1

Obrazek 6: Pascaluv trojihelnik v tabulkové formé s diagondlami, zdroj: [8].

4.5 FEulerovo cislo

V Pascalové trojihelniku se mimo jiné skryva i Eulerovo éislo.

Tvrzeni 11. Oznacme soucin prvki n-té rady Pascalova trojihelniku p,, potom

I Pn—1Pn+1
m  —— =

Diikaz. Definujme si podil p,,1 a p, jako

Pn+1
P(n) = :
(n) b
Potom lim Z2=tPntl — im %. Ekvivalentnimi tipravami dostaneme
n—o0 n n—oo
n+1 (n+1)kE n n+1)kE n n n
P(n) = 12k=0 : k!) _ [T, "= k!) :H (n+1)k :H n+1 (n+1)
n nk n nk k _ ’
[0 % k=1 &I T kit el n!
Takze
P ™ (n—1)! 1)" 1\"
lim (n) = lim (n+1)" (n ) :limmzlim 1+—| =e.
n—00 P(n — 1) n—00 n! nn—1 n—00 nn n—00 n

11



4.6 Ludolfovo cislo

Asi neni velkym prekvapenim, ze se v Pascalové trojihelniku objevuje i Lu-
dolfovo cislo. Jednim z nejpiiméjsich zpusobu jak 7 ziskat je sestrojit Leibnizovu
fadu z prvnich prvku rad,

1 1 N 1 1 n 1 1 n s
G 0O 6 O 6O 0 4
Co uz neni na prvni pohled zrejmé, je ze pokud k sobé budeme stridavé pricitat a
odecitat dvojice prevracenych hodnot druhych prvku rad, tak dostaneme m — 2,
1 N 1 1 1 n 1 N 1 _9
G 6 6 6 6 O
Nebo bychom mohli vyuzit treti prvky rad
1 1 n 1 1 n 1 1 N 3
G G 6 GG G 2
Tyto tady ale nekonverguji absolutné a upravy druhé a tieti uvedené tady na
znamé tady pro m nejsou zajimavé, takze se jimi zde nebudeme zabyvat.

4.7 Soucet ¢tvercu prvkua rady

Sectenim druhych mocnin prvka n-té fady Pascalova trojihelniku dostaneme
prostiedni, tedy n-ty prvek 2n-té rady.

Obrazek 7: Ukazka souctu ctvercu tieti fady Pascalova trojihelniku, zdroj: [2].

Tvrzeni 12. Necht n € Ny, potom

(1) =S (0)=0)

Diikaz. Necht A a B jsou dvé disjunktni n-prvkové mnoziny. Nejprve si z A
vybereme k-prvkovou podmnozinu a poté si z B vybereme (n — k)-prvkovou
podmnozinu. Pokud tento proces zopakujeme pro vsechna 0 < k < n, tak na-
lezneme vsechny n-prvkové podmnoziny sjednoceni mnozin A a B, které maji

dohromady 2n prvki, coz dokazuje (10)).
d
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4.8 Tvrzeni o kytickach

Zvolme si bunku Pascalova trojihelniku, ktera se nenachazi na jeho okraji,
to bude stfed nasi kyticky. S touto bunkou sousedi Sest dalsich, které tvoti jeji
okvétni listky. Okvétni listky obarvime dvéma barvami tak, aby dva sousedni
listky nikdy nemély stejnou barvu. Tvrzeni o kytickach tika, ze souciny okvétnich
listku stejné barvy jsou totozné.

Obrazek 8: Ukazka dvou ,kyticek“ v Pascalova trojihelniku, zdroj: [2].

Tvrzeni 13 (o kytickdch). Necht r € R, k € Z, potom

r—1\/r+1 r B r r—1\/r+1

k—1 k k+1) \k—1 k k+1)
Diikaz.  Pravdivost tvrzeni o kytickach pro k& > 0 lze nahlédnout nasledujici
upravou klesajicich mocnin:

(r—1DL (r+ DEPEEL = (r — DAL (p 4 D) rE=L B (r — k) = (r — 1)ErE=L (p 4 1)BEL

obé strany jsou nulové pro k < 0.

J

4.9 Nasobky prvocisel

Tvrzeni 14. Necht n je prvocislo. Potom jsou vsechny proky n-té fady Pascalova
trojuhelniku, kromé proniho a posledniho, celociselné nasobky cisla n.

Diikaz. Vime, ze k-ty prvek n-té rady Pascalova trojihelniku ma hodnotu

n\ nk
k) k!

Pokud je n prvocislo a 1 < k < n — 1, tak neexistuje zpusob, jak by se n mohlo
objevit ve jmenovateli, takze po zkraceni vzdy zustane v citateli. Vysledek tedy
bude celoc¢iselny nasobek ¢isla n. o
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4.10 Catalanova cisla

Catalanova ¢isla jsou cisla ve tvaru

1 2
Cn: (n), nEND
n+1l\n

Prvnich nékolik hodnot C,, pron = 0,1,2,... je 1,1,2,5,14,42,... Objevuji se v od-
povédich na prekvapivé mnozstvi kombinatorickych 1loh, napt. pocet korektnich
uzavorkovani n paru zavorek je C,. Z Pascalova trojihelniku lze n-té Catalanovo
c¢islo ziskat jako rozdil prostfedniho prvku 2n-té fady a jeho souseda.

Tvrzeni 15. Necht n € Ny, potom
1 2 2 2
c = n\ _ (2n\ noy
n+1\n n n—1
Dukaz. Upravou této rovnice ziskame

n (2:) =(n+1) (HQf 1) :

coz plati podle treti extrakéni identity .

Obrazek 9: Vyznaceni dvojic ddvajicich Catalanova ¢isla, zdroj: [1].
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