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Anotace

Tato práce pojednává o Pascalově trojúhelńıku. Na úvod si pov́ıme něco
o jeho historii a poté se přesuneme ke kombinačńım č́ısl̊um. Dokážeme si pár
d̊uležitých pravidel a posléze i binomickou větu. Nakonec se zaměř́ıme na sa-
motný trojúhelńık, dozv́ıme se jak jej zkonstruovat a dokážeme si některé jeho
vlastnosti. Zjist́ıme, že se v něm ukrývaj́ı známé matematické konstanty, fraktály,
posloupnosti a mnoho daľśıho.
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3 Binomická věta 5
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1 Historie Pascalova trojúhelńıku

V tomto odd́ılu jsem vycházel z [9]. Asi neńı velkým překvapeńım, že fran-
couzský matematik Blaise Pascal nebyl prvńı, koho zaujalo uspořádáńı kom-
binačńıch č́ısel do trojúhelńıku. Zabývalo se j́ım mnoho matematik̊u např́ıč his-
toríı, takže je v r̊uzných částech světa znám pod r̊uznými názvy.

V Indii trojúhelńıku přezd́ıval matematik Halayudha
”
Schodǐstě hory Meru“

v́ıce než sedm set let před Pascalem. Přibližně sto let po něm jej popsal Perský
matematik Omar Khayyám, takže v Íránu se trojúhelńıku dnes ř́ıká

”
Khayyámův

trojúhelńık.“ Aby toho nebylo málo, tak jej ve třináctém stolet́ı studoval Č́ınský
matematik Yang Hui a v Č́ıně se mu tedy dodnes ř́ıká

”
Yang Huiho trojúhelńık.“

Ani v Evropě nebyl Pascal prvńı.V Itálii se j́ım zabýval matematik Niccolò Tar-
taglia, a dodnes se tam nazývá

”
Tartagli̊uv trojúhelńık.“

Pascal až roku 1655 publikoval práci
”
Pojednáńı o Aritmetickém Trojúhelńıku,“

ve které pojednával o trojúhelńıku a použil jej k řešeńı problémů v teorii pravdě-
podobnosti. Trojúhelńıku se začalo ř́ıkat Pascal̊uv až na začátku osmnáctého
stolet́ı, kdy jej spojili s Pascalem matematici Pierre Raymond de Montmort a
Abraham de Moivre.

2 Kombinačńı č́ısla

V tomto odd́ılu jsem vycházel z [4]. V kombinatorice se často snaž́ıme spoč́ıtat,
kolik existuje objekt̊u dané vlastnosti. Jedna z nejpřirozeněǰśıch otázek je, kolik
obsahuje n-prvková množina k-prvkových podmnožin. Jedńım z možných řešeńı
je představit si, že tuto k-prvkovou podmnožinu budujeme. Prvńı prvek můžeme
vybrat n zp̊usoby, druhý už pouze n − 1 zp̊usoby atd. Posledńı, k-tý prvek lze
vybrat n−k+1 zp̊usoby. Právě jsme vytvořili n(n−1) · · · (n−k+1) posloupnost́ı
k prvk̊u, za každou podmnožinu celkem k! permutaćı. Odpověd’ na naši otázku
tedy je

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.

Č́ısla tohoto tvaru jsou pro nás natolik významná, že maj́ı vlastńı jméno. Nazývaj́ı
se kombinačńı č́ısla a v kontextu binomické věty se jim také někdy ř́ıká binomické
koeficienty. V této práci si je definujeme pomoćı klesaj́ıćıch mocnin.

Definice 1 (klesaj́ıćı mocnina). Necht’ r ∈ R, k ∈ N0. Potom k-tou klesaj́ıćı
mocninu č́ısla r definujeme jako

rk :=

k člen̊u︷ ︸︸ ︷
r(r − 1) · · · (r − k + 1).

Pro k = 0 dostáváme prázdný součin, a hodnota r0 je tedy 1.

Definice 2 (kombinačńı č́ıslo). Necht’ r ∈ R, k ∈ Z. Potom kombinačńı č́ıslo
(
r
k

)
(čteme

”
r nad k“) definujeme jako(

r

k

)
:=

{
rk/k!, pro k ≥ 0,

0, pro k < 0,

kde r nazýváme horńı index a k nazýváme dolńı index. V kontextu přirozených
č́ısel nebo nuly budeme horńı index značit n pro snadněǰśı rozlǐsováńı.
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Všimněme si, že speciálně pro n, k ∈ N0, 0 ≤ k ≤ n plat́ı(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Kombinačńı č́ısla maj́ı mnoho vlastnost́ı, ukážeme si několik nejd̊uležitěǰśıch.

Tvrzeńı 1 (pravidlo souměrnosti). Necht’ n ∈ N0, k ∈ Z, potom(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
. (1)

D̊ukaz. Pravidlo souměrnosti plat́ı, protože pro k < 0 jsou obě strany nulové a
pro k ≥ 0 lze mezi množinou všech k-prvkových podmnožin a množinou všech
(n−k)-prvkových podmnožin sestrojit bijekci, která každé k-prvkové podmnožině
přǐrad́ı jej́ı (n− k)-prvkový doplněk.

k

Obdobou pravidla souměrnosti pro horńı indexy je horńı negace.

Tvrzeńı 2 (horńı negace). Necht’ r ∈ R, k ∈ Z, potom(
r

k

)
= (−1)k

(
k − r − 1

k

)
. (2)

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı je snadný, protože

(−r)k = (−r)(−r − 1) · · · (−r − k + 1) = (−1)k(r + k − 1)k.

Dosazeńım−r za r źıskáme (2). Speciálńım př́ıpadem horńı negace je
(−1

k

)
= (−1)k.

k

Daľśı pravidlo nám umožňuje manipulovat s indexy kombinačńıch č́ısel.

Tvrzeńı 3 (pravidlo extrakce). Necht’ r ∈ R, k ∈ Z, potom

k

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k − 1

)
, (3)

(r − k)

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k

)
, (4)

k

(
r

k

)
= (r − k + 1)

(
r

k − 1

)
. (5)

D̊ukaz. Prvńı identita plyne z definice 2, protože rk = r(r−1)k−1 a k! = k(k−1)!
pro k > 0; obě strany jsou nulové pro k ≤ 0. Druhá identita plat́ı, protože
r(r − 1)k = rk (r − k) pro k ≥ 0; obě strany jsou opět nulové pro k < 0. Třet́ı
identitu źıskáme aplikaćı (4) na pravou stranu (3). Pro r, k ∈ N maj́ı všechny
tyto identity hezký kombinatorický význam.

k
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Pascalovo pravidlo budeme potřebovat ke konstrukci Pascalova trojúhelńıku.

Tvrzeńı 4 (Pascalovo pravidlo). Necht’ r ∈ R, k ∈ Z, potom(
r

k

)
=

(
r − 1

k

)
+

(
r − 1

k − 1

)
. (6)

D̊ukaz. Pascalovo pravidlo můžeme dokázat sečteńım prvńıch dvou extrakčńıch
identit (3) a (4):

(r − k)

(
r

k

)
+ k

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k

)
+ r

(
r − 1

k − 1

)
;

vyděleńı obou stran rovnice r ̸= 0 nám dá (6). Př́ıpad r = 0 je lehké zkontrolovat.
Pro r ∈ N, 1 ≤ k ≤ r můžeme také využ́ıt vztah mezi kombinačńımi č́ısly

a množinami. Necht’ A je nějaká n-prvková množina obsahuj́ıćı prvek a, potom
k-prvkové podmnožiny množiny A lze rozdělit do dvou kategoríı. Na ty, které ob-
sahuj́ı prvek a, těch je

(
n−1
k−1

)
, a na ty, které jej neobsahuj́ı, těch je

(
n−1
k

)
. Celkem

jich ale muśı být
(
n
k

)
, což dokazuje Pascalovo pravidlo.

k

Zaj́ımavá je také hodnota kombinačńıch č́ısel s horńım indexem ve tvaru
”
celé

č́ıslo minus jedna polovina.“

Tvrzeńı 5. Necht’ r ∈ R, k ∈ Z, potom(
r

k

)(
r − 1/2

k

)
=

1

22k

(
2r

2k

)(
2k

k

)
. (7)

D̊ukaz. Vyjdeme z

rk
(
r − 1

2

)k
=

(2r)2k

22k
, k ≥ 0.

Tato identita je zřejmá, když rozeṕı̌seme klesaj́ıćı mocniny a členy na levé straně
uspořádáme sestupně:

r(r − 1
2
)(r − 1)(r − 3

2
) · · · (r − k + 1)(r − k + 1

2
) =

2r(2r − 1) · · · (2r − 2k + 1)

2 · 2 · . . . · 2
.

Nyńı obě strany rovnice vyděĺıme k!2 a dostaneme

rk

k!
·
(
r − 1

2

)k
k!

=
1

22k
· (2r)

2k

(2k)!
· (2k)!
k!k!

⇒
(
r

k

)(
r − 1/2

k

)
=

1

22k

(
2r

2k

)(
2k

k

)
.

Všimněme si, že posledńı rovnost plat́ı i pro k < 0.
k

D̊usledek. Když polož́ıme k = r = n, kde n ∈ Z, tak vyjde(
n− 1/2

n

)
=

1

22n

(
2n

n

)
a horńı negaćı (2) levé strany źıskáme(

−1/2

n

)
=

(
−1

4

)n(
2n

n

)
. (8)
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3 Binomická věta

V tomto odd́ılu jsem vycházel předevš́ım z [4] a [7]. Binomická věta hovoř́ı o
rozložeńı n-té mocniny dvojčlenu na součet n+ 1 sč́ıtanc̊u.

Věta 6 (binomická věta). Necht’ x, y ∈ C, n ∈ N0, potom

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

D̊ukaz. Binomickou větu lze dokázat matematickou indukćı podle n, ale pěknou
alternativou je kombinatorický d̊ukaz. Výraz (x + y)n rozeṕı̌seme na součin n
dvojčlen̊u

(x+ y)n =

n člen̊u︷ ︸︸ ︷
(x+ y)(x+ y) · · · (x+ y).

Během roznásobováńı si z právě k člen̊u vybereme y a z n− k člen̊u si vybereme
x. Protože si z celkových n člen̊u vyb́ıráme k-krát y, tak je

(
n
k

)
zp̊usob̊u jak to

udělat. Č́ımž źıskáme výraz
(
n
k

)
xn−kyk. Aby binomická věta platila i pro x = 0

nebo y = 0, tak muśıme dodefinovat 00 := 1, což v kombinatorice dává smysl.
k

Věta 7 (zobecněná binomická věta). Necht’ x, y ∈ C, |x| > |y| a r ∈ R, potom

(x+ y)r =
∞∑
k=0

(
r

k

)
xr−kyk. (9)

D̊ukaz. Necht’ f : C → C je funkce daná předpisem f(z) = (z + x)r. Pak k-tá
derivace f je

f (k)(z) = rk (z + x)r−k,

z toho źıskáme Taylorovu řadu f se středem v 0:

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk ⇒ (z + x)r =

∞∑
k=0

rk xr−k

k!
zk =

∞∑
k=0

(
r

k

)
xr−kzk.

Přejmenováńım z na y obdrž́ıme rovnost (9). Nyńı ukážeme, že pro |x| > |y| tato
řada konverguje absolutně. Použijeme pod́ılové kritérium:

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
(

r
k+1

)
xr−(k+1)yk+1(
r
k

)
xr−kyk

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣rk+1

rk
k!

(k + 1)!
· y
x

∣∣∣∣ = ∣∣∣y
x

∣∣∣ lim
k→∞

∣∣∣∣r − k

k + 1

∣∣∣∣ = |y|
|x|

< 1.

k

Poznámka. Věta 7 by platila i pro r ∈ C, ale museli bychom nejprve definovat
komplexńı mocninu.
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Dosazeńım do zobecněné binomické věty můžeme naj́ıt součty některých řad.
Např́ıklad volbou x = 1, y = −x, r = −n a horńı negaćı (2) dostaneme

1

(1− x)n
=

∞∑
k=0

(
−n

k

)
(−x)k =

∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
xk.

Nebo volbou x = 1, y = −x, r = −1
2
a použit́ım (8) bychom źıskali

1√
1− x

=
∞∑
k=0

(
−1/2

k

)
(−x)k =

∞∑
k=0

(x
4

)k (2k
k

)
.

4 Pascal̊uv trojúhelńık

V tomto odd́ılu jsem vycházel převážně z [1], [7] a [9]. Pascal̊uv trojúhelńık
je šikovné uspořádáńı kombinačńıch č́ısel do trojúhelńıku. Zkonstruujeme jej tak,
že do prvńı řady dáme č́ıslo 1. Prvky daľśıch řad vždy vytvoř́ıme sečteńım dvou
nejbližš́ıch prvk̊u, které se nacházej́ı o řadu výš, což funguje d́ıky Pascalovu pra-
vidlu (6). Řady i prvky řad Pascalova trojúhelńıku budeme indexovat od nuly,
aby platilo, že k-tý prvek n-té řady je

(
n
k

)
. V Pascalově trojúhelńıku jsou krásně

vidět vlastnosti kombinačńıch č́ısel. My se seznámı́me s několika nejzaj́ımavěǰśımi
a dokážeme si je.

Obrázek 1: Prvńıch šest řad Pascalova trojúhelńıku, zdroj: [10].

Všimněme si, že bychom Pascal̊uv trojúhelńık mohli definovat i trochu jinak.
A sice, že každé č́ıslo udává počet cest, které do něj vedou z vrcholu trojúhelńıku,
přičemž se můžeme pohybovat pouze doleva ↙ nebo doprava ↘. Funguje to,
protože pokud se chceme dostat do k-tého prvku n-té řady, tak muśıme na n
křižovatkách k-krát zahnou doleva. Tohle se hod́ı např́ıklad při d̊ukazu Leibnizovy
formule pro n-tou derivaci součinu dvou funkćı.

Věta 8 (Leibnizova formule). Necht’ f a g jsou n-krát derivovatelné funkce, pak
je součin těchto funkćı také n-krát derivovatelný a plat́ı pro něj

(fg)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k)g(k).
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D̊ukaz. Leibnizovu formuli lze podobně jako binomickou větu dokázat matematic-
kou indukćı podle n. My ji ale dokážeme kombinatoricky. Vyjdeme ze součinového
pravidla (fg)′ = f ′g + fg′ . Vždy, když je použijeme, tak docháźı k určitému
větveńı na př́ıpad, kdy jsme derivovali f a na př́ıpad, kdy jsme derivovali g. V
naš́ı analogii si vyb́ıráme, jestli zahneme doleva nebo doprava. Abychom po n
derivaćıch dospěli k výrazu f (n−k)g(k), tak muśıme zderivovat g právě k-krát, což
je možné udělat

(
n
k

)
zp̊usoby.

k

4.1 Vlastnosti plynoućı z Binomické věty

Chytrým dosazeńım do binomické věty 6 můžeme obdržet r̊uzné pěkné rov-
nosti. Např́ıklad volbou x = 1 a y = 1 dokážeme, že součet prvk̊u n-té řady
Pascalova trojúhelńıku je roven 2n:

(1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
1n−k1k ⇒

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Zároveň jsme ukázali, že počet všech podmnožin n-prvkové množiny je 2n. Volbou
x = 1 a y = −1 dostáváme

(1− 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
1n−k(−1)k ⇒

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0.

Takže (
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · .

Č́ımž jsme ukázali, že počet lichých a sudých podmnožin n-prvkové neprázdné
množiny je stejný. Lichou, resp. sudou podmnožinou mysĺıme podmnožinu s
lichým, resp. sudým počtem prvk̊u. Důsledek pro Pascal̊uv trojúhelńık je, že kdy-
bychom k sobě stř́ıdavě přič́ıtali a odeč́ıtali prvky libovolné řady (kromě nulté),
tak výsledek bude roven nule. Daľśı zaj́ımavou volbou může být třeba x = 10 a
y = 1.

4.2 Vlastnosti k-tých prvk̊u řad

Nejprve si dokážeme tvrzeńı o hokejkách a pomoćı něj zd̊uvodńıme daľśı vlast-
nosti.

Tvrzeńı 9 (o hokejkách). Sečteńım k-tých prvk̊u všech řad až po n-tou řadu
źıskáme (k + 1)-ńı prvek (n+ 1)-ńı řady. Necht’ n, k ∈ N0, 0 ≤ k ≤ n, potom

n∑
i=k

(
i

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

D̊ukaz. Všimněme si, že tvrzeńı o hokejkách vyplývá z opakované aplikace Pas-
calova pravidla (6). Formálně je lze dokázat matematickou indukćı podle n.
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Prvńı krok: n = k ≥ 0:
(
k
k

)
=

(
k+1
k+1

)
, což plat́ı. V indukčńım kroku vyjdeme z

předpokladu, že tvrzeńı plat́ı pro n a ukážeme, že potom plat́ı i pro n+ 1.

n+1∑
i=k

(
i

k

)
=

n∑
i=k

(
i

k

)
+

(
n+ 1

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
+

(
n+ 1

k

)
=

(
n+ 2

k + 1

)
.

k
Dı́ky pravidlu souměrnosti (1) můžeme vytvářet i

”
hokejky“ s opačnou orientaćı.

Obrázek 2: Pascal̊uv trojúhelńık se třemi vyznačenými hokejkami, zdroj: [5].

Nyńı můžeme pomoćı tvrzeńı o hokejkách nahlédnou následuj́ıćı. Prvńı pr-
vek n-té řady je roven n, protože

(
n
1

)
= n. Druhý prvek n-té řady je n-té

trojúhelńıkové č́ıslo, tedy součet prvńıch n přirozených č́ısel. Třet́ı prvek n-té
řady je součet prvńıch n trojúhelńıkových č́ısel, známý jako n-té pyramidové č́ıslo.
Mohli bychom pokračovat a bavit se o daľśıch prvćıch, např́ıklad čtvrté prvky řad
by vytvářely čtyř-dimenzionálńı obdoby našich pravidelných čtyřstěn̊u. Obecně
se těmto č́ısl̊um ř́ıká figurálńı č́ısla.

Obrázek 3: Vizualizace trojúhelńıkových a pyramidových č́ısel, zdroje: [12], [3].
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S touto znalost́ı můžeme z Pascalova trojúhelńıku př́ımo č́ıst ne zcela triviálńı
součty některých řad, např́ıklad

n∑
k=2

k(k − 1)

2
=

(
n+ 1

3

)
=

1

6
(n+ 1)n(n− 1)

nebo
n∑

k=3

k(k − 1)(k − 2)

6
=

(
n+ 1

4

)
=

1

24
(n+ 1)n(n− 1)(n− 2).

Až doposud jsme sč́ıtali k-té prvky řad, ale ted’ se budeme zabývat sč́ıtáńım
jejich převrácených hodnost, přičemž se nezastav́ıme u n-té řady, ale budeme po-
kračovat až do nekonečna. Pro nulté prvky bude naše řada samozřejmě divergovat,
pro prvńı prvky dostaneme harmonickou řadu, která také diverguje. Ostatńı řady
už ale budou konvergovat.

Obrázek 4: Vyznačeńı sum převrácených hodnot k-tých prvk̊u řad, zdroj: [1].

Tvrzeńı 10. Součet převrácených hodnot k-tých prvk̊u řad Pascalova trojúhelńıku
konverguje k hodnotě k/(k − 1). Necht’ k ∈ N, k ≥ 2, potom

∞∑
n=k

1(
n
k

) =
k

k − 1
.

D̊ukaz. Nejprve uprav́ıme výraz uvnitř sumy tak, abychom dostali teleskopickou
řadu. Máme

1(
n
k

) =
k!

nk
=

k!

(n− k + 1)(n− k + 2) · · · (n− 1)n
.

Rozkladem na parciálńı zlomky źıskáme

1

(n− k + 1)n
=

1

k − 1

(
1

n− k + 1
− 1

n

)
.
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Takže

1(
n
k

) =
1

k − 1

(
1

n− k + 1
− 1

n

)
k!

(n− k + 2) · · · (n− 1)
=

=
k!

k − 1

(
1

(n− k + 1) · · · (n− 1)
− 1

(n− k + 2) · · ·n

)
=

=
k!

k − 1

(
1

(n− 1)k−1
− 1

nk−1

)
.

Nyńı už stač́ı pouze vyřešit vzniklou teleskopickou řadu:

∞∑
n=k

1(
n
k

) =
k!

k − 1

∞∑
n=k

(
1

(n− 1)k−1
− 1

nk−1

)
=

=
k!

k − 1
lim

N→∞

N∑
n=k

(
1

(n− 1)k−1
− 1

nk−1

)
=

=
k!

k − 1
lim

N→∞

[(
1

(k − 1)k−1
− 1

kk−1

)
+ · · ·+

(
1

(N − 1)k−1
− 1

Nk−1

)]
=

=
k!

k − 1
lim

N→∞

[
1

(k − 1)k−1
− 1

Nk−1

]
=

k!

k − 1
· 1

(k − 1)!
=

k

k − 1
.

k

4.3 Sierpinského trojúhelńık

Pokud vybarv́ıme liché prvky Pascalova trojúhelńıku černě (a náš trojúhelńık
bude nekonečný), tak dostaneme fraktál známý jako Sierpinského trojúhelńık.
Tohle funguje, protože sečteńım dvou lichých nebo dvou sudých č́ısel dostaneme
sudé č́ıslo, zat́ımco sečteńım sudého a lichého č́ısla dostaneme liché č́ıslo.

Obrázek 5: Vybarvený Pascal̊uv trojúhelńık a Sierpinského trojúhelńık, zdroje:
[6], [11].
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4.4 Fibonacciho posloupnost

V Pascalově trojúhelńıku źıskáme n-tý člen Fibonacciho posloupnosti sečteńım
prvk̊u lež́ıćıch na diagonále zač́ınaj́ıćı prvkem

(
n−1
0

)
. Pro přehledněǰśı znázorněńı

diagonál zarovnáme Pascal̊uv trojúhelńık doleva. V této formě je každý prvek
roven součtu č́ısla lež́ıćıho př́ımo nad ńım s č́ıslem vlevo od něj. Všimněme si,
že prvky nové diagonály vzniknou jako součet prvk̊u předchoźıch dvou diagonál,
což je v této tabulkové formě Pascalova trojúhelńıku dobře vidět. Fibonacciho
posloupnost vznikne, protože prvńı dvě diagonály obsahuj́ı pouze jedničku.

Obrázek 6: Pascal̊uv trojúhelńık v tabulkové formě s diagonálami, zdroj: [8].

4.5 Eulerovo č́ıslo

V Pascalově trojúhelńıku se mimo jiné skrývá i Eulerovo č́ıslo.

Tvrzeńı 11. Označme součin prvk̊u n-té řady Pascalova trojúhelńıku pn, potom

lim
n→∞

pn−1 pn+1

p2n
= e.

D̊ukaz. Definujme si pod́ıl pn+1 a pn jako

P (n) :=
pn+1

pn
.

Potom lim
n→∞

pn−1 pn+1

p2n
= lim

n→∞
P (n)

P (n−1)
. Ekvivalentńımi úpravami dostaneme

P (n) =

∏n+1
k=0

(n+1)k

k!∏n
k=0

nk

k!

=

∏n
k=1

(n+1)k

k!∏n
k=1

nk

k!

=
n∏

k=1

(n+ 1)k

nk
=

n∏
k=1

n+ 1

n− k + 1
=

(n+ 1)n

n!
.

Takže

lim
n→∞

P (n)

P (n− 1)
= lim

n→∞

(n+ 1)n

n!

(n− 1)!

nn−1
= lim

n→∞

(n+ 1)n

nn
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

k

11



4.6 Ludolfovo č́ıslo

Asi neńı velkým překvapeńım, že se v Pascalově trojúhelńıku objevuje i Lu-
dolfovo č́ıslo. Jedńım z nejpř́ıměǰśıch zp̊usob̊u jak π źıskat je sestrojit Leibnizovu
řadu z prvńıch prvk̊u řad,

1(
1
1

) − 1(
3
1

) +
1(
5
1

) − 1(
7
1

) +
1(
9
1

) − 1(
11
1

) + · · · = π

4
.

Co už neńı na prvńı pohled zřejmé, je že pokud k sobě budeme stř́ıdavě přič́ıtat a
odeč́ıtat dvojice převrácených hodnot druhých prvk̊u řad, tak dostaneme π − 2,

1(
2
2

) +
1(
3
2

) − 1(
4
2

) − 1(
5
2

) +
1(
6
2

) +
1(
7
2

) − · · · = π − 2.

Nebo bychom mohli využ́ıt třet́ı prvky řad

1(
4
3

) − 1(
6
3

) +
1(
8
3

) − 1(
10
3

) +
1(
12
3

) − 1(
14
3

) + · · · = 3

2
(π − 3).

Tyto řady ale nekonverguj́ı absolutně a úpravy druhé a třet́ı uvedené řady na
známé řady pro π nejsou zaj́ımavé, takže se jimi zde nebudeme zabývat.

4.7 Součet čtverc̊u prvk̊u řady

Sečteńım druhých mocnin prvk̊u n-té řady Pascalova trojúhelńıku dostaneme
prostředńı, tedy n-tý prvek 2n-té řady.

Obrázek 7: Ukázka součtu čtverc̊u třet́ı řady Pascalova trojúhelńıku, zdroj: [2].

Tvrzeńı 12. Necht’ n ∈ N0, potom
n∑

k=0

(
n

k

)2

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
=

(
2n

n

)
. (10)

D̊ukaz. Necht’ A a B jsou dvě disjunktńı n-prvkové množiny. Nejprve si z A
vybereme k-prvkovou podmnožinu a poté si z B vybereme (n − k)-prvkovou
podmnožinu. Pokud tento proces zopakujeme pro všechna 0 ≤ k ≤ n, tak na-
lezneme všechny n-prvkové podmnožiny sjednoceńı množin A a B, které maj́ı
dohromady 2n prvk̊u, což dokazuje (10).

k
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4.8 Tvrzeńı o kytičkách

Zvolme si buňku Pascalova trojúhelńıku, která se nenacháźı na jeho okraji,
to bude střed naš́ı kytičky. S touto buňkou soused́ı šest daľśıch, které tvoř́ı jej́ı
okvětńı ĺıstky. Okvětńı ĺıstky obarv́ıme dvěma barvami tak, aby dva sousedńı
ĺıstky nikdy neměly stejnou barvu. Tvrzeńı o kytičkách ř́ıká, že součiny okvětńıch
ĺıstk̊u stejné barvy jsou totožné.

Obrázek 8: Ukázka dvou
”
kytiček“ v Pascalova trojúhelńıku, zdroj: [2].

Tvrzeńı 13 (o kytičkách). Necht’ r ∈ R, k ∈ Z, potom(
r − 1

k − 1

)(
r + 1

k

)(
r

k + 1

)
=

(
r

k − 1

)(
r − 1

k

)(
r + 1

k + 1

)
.

D̊ukaz. Pravdivost tvrzeńı o kytičkách pro k > 0 lze nahlédnout následuj́ıćı
úpravou klesaj́ıćıch mocnin:

(r−1)k−1 (r+1)k rk+1 = (r−1)k−1 (r+1)rk−1 rk(r−k) = (r−1)k rk−1 (r+1)k+1 ;

obě strany jsou nulové pro k ≤ 0.
k

4.9 Násobky prvoč́ısel

Tvrzeńı 14. Necht’ n je prvoč́ıslo. Potom jsou všechny prvky n-té řady Pascalova
trojúhelńıku, kromě prvńıho a posledńıho, celoč́ıselné násobky č́ısla n.

D̊ukaz. Vı́me, že k-tý prvek n-té řady Pascalova trojúhelńıku má hodnotu(
n

k

)
=

nk

k!
.

Pokud je n prvoč́ıslo a 1 ≤ k ≤ n − 1, tak neexistuje zp̊usob, jak by se n mohlo
objevit ve jmenovateli, takže po zkráceńı vždy z̊ustane v čitateli. Výsledek tedy
bude celoč́ıselný násobek č́ısla n.

k
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4.10 Catalanova č́ısla

Catalanova č́ısla jsou č́ısla ve tvaru

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n ∈ N0.

Prvńıch několik hodnot Cn pro n = 0, 1, 2,... je 1, 1, 2, 5, 14, 42,... Objevuj́ı se v od-
pověd́ıch na překvapivé množstv́ı kombinatorických úloh, např. počet korektńıch
uzávorkováńı n pár̊u závorek je Cn. Z Pascalova trojúhelńıku lze n-té Catalanovo
č́ıslo źıskat jako rozd́ıl prostředńıho prvku 2n-té řady a jeho souseda.

Tvrzeńı 15. Necht’ n ∈ N0, potom

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
=

(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
.

D̊ukaz. Úpravou této rovnice źıskáme

n

(
2n

n

)
= (n+ 1)

(
2n

n− 1

)
,

což plat́ı podle třet́ı extrakčńı identity (5).

k

Obrázek 9: Vyznačeńı dvojic dávaj́ıćıch Catalanova č́ısla, zdroj: [1].
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