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Uvod
Tato semindrni prace se veénuje zakladni teorii neurcit¢ho integralu a integracnim
metodam. Vybral jsem si toto téma, protoze znalost integra¢nich metod je zasadni pii po¢itani

urcitych integrald, které jsou nesmirné uziteCné jak v matematice, tak ve fyzice a dalSich

védach.

Cilem této prace je definovat hyperbolické a hyperbolometrické funkce, které se na
stiedni $kole béZné neudi, ale pii integraci se nékdy pouzivaji. A dale zevrubné popsat v§echny

zakladni integracni metody a pro lepsi pochopeni vyfesit priklady.
Tato prace je rozdélena do Ctyi kapitol.

V prvni kapitole se sezndmime se stru¢nou historii integralniho poc¢tu, budeme se bavit
o0 sporu o prvenstvi mezi Newtonem a Leibnizem a zminime se i o dalSich matematicich, kteii

se zabyvali infinitezimalnim poctem.

Ve druhé kapitole si definujeme hyperbolické funkce a seznamime se s jejich

vlastnostmi. Ukazeme si Osbornovo pravidlo a najdeme derivace téchto funkci.

Ve treti kapitole si definujeme funkce inverzni k hyperbolickym, tedy funkce

hyperbolometrické a najdeme jejich derivace

Ve ¢tvrté kapitole se zaméfime na samotny neur¢ity integral. Definujeme si primitivni
funkci, ukédzeme si tabulkové integraly a postupné se zaméiime na vSechny zakladni
integracni metody. Za¢neme metodou per partes, ktera nam umoziuje integrovat soucin dvou
funkci. Pak se budeme zabyvat metodou substituce, a nakonec rozkladem na parcialni zlomky.

Také si ukdzeme metodu racionalizace integralu.

V zavéru této prace se nachazi seznam vytesenych prikladi.



1 Historie integralniho poctu

Vynalez kalkulu (infinitezimalniho poctu) vétSinou pfisuzujeme anglickému
matematikovi a fyzikovi Isaacu Newtonovi (1642-1727) a némeckému matematikovi a
filozofovi Gottfriedu Wilhelmu Leibnizovi (1646-1716). Nad koncepty miry zmény a limity
vsak badala i fada matematik v minulosti. Naptiklad ve starovékém Egypté vytvorili pravidla
pro vypocet objemu pyramidy a v antickém Recku Archimédes aproximoval obsah kruhu a
obsah plochy pod parabolou. Ve druhé poloviné 17. stoleti se Newton a Leibniz nezavisle na
sob¢ zabyvali problémy tecen, miry zmén, minim, maxim a infinitezimalnich (nekonecné
malych) hodnot. Oba pochopili, ze diferencialni pocet (zjistovani tecny ke kiivce v uréitém
bod¢€) a integralni pocet (zjiStovani obsahu plochy pod kiivkou) jsou vzijemné opacné

postupy.t

V roce 1665, kdy Newton uspésné dokoncil studium na Trinity College v Cambridgi,
zasahla Anglii rozs4hla epidemie moru. Stahl se proto na dva roky na venkov, kde mél klid a
Cas promyslet své fyzikalni a matematické teorie. Zabyval se zejména konceptem gravitace
(tento pojem v této dobé jesté neexistoval), ale pro dokazani pravdivosti jeho teorie potieboval
novy matematicky aparat. Takze v letech 1665-1666 prostiednictvim zkoumani nekone¢nych
souctt vynalezl kalkulus, ktery pouzil na dokazani jeho teorie. Newton, ale s publikaci svych
poznatkti nespéchal. Po navratu na Trinity College v roce 1667, kde zacal pisobit jako mlady
profesor, ve svych studiich pokrac¢oval. ,,Vysledkem bylo rozsahlé a na svou dobu revolu¢ni
dilo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, v d&jinaich matematickych a fyzikalnich
véd znamé jako Principia.*? Kniha vysla az roku 1687, takZe dlouho po jeho objevu kalkulu.
,»Spis predevsim udélal poradek ve fyzice tehdejsi doby. Newton v ném uvetejnil své zakony
mechaniky, hlavné v ném pfisel s gravitaci — se slovem a ptedevs$im s piedstavou. Byla to
tehdy revolu¢ni mysSlenka o sile, kterd ptisobi na dalku, bez pfimého kontaktu — neslo to
dohromady s kartezianskym chapanim svéta a mnoha Newtonovym soucasnikiim, hlavné ve

Francii, dalo hodné& prace myslenku na néco takového stravit.“® Newton, jak uz bylo fe¢eno

! srov. PICKOVER, Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokofan, 2012. s. 152.
2 MARES, Milan. PFibéhy matematiky. P¥ibram: Pistorius, 2011. s. 169.
8 MARES, Milan. PFibéhy matematiky. P¥ibram: Pistorius, 2011. s. 170.
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vyse, také pfipravil novy matematicky aparat, ktery potieboval pro solidni formulaci svych

fyzikalnich teorii. Patfil k nému pfedevsim diferencialni a integralni pocet véetnd teorie limit.

»Za 350 let od Newtona doslo lidstvo k zavéru, ze vSechny fyzikalni zakony maji
podobu diferencialnich rovnic. Plati to pro zakony S$iteni tepla ¢i proudéni vzduchu a vody
nebo pro zakony elektiiny a magnetismu. Plati to i pro kontraintuitivni svét atomove fyziky,
kde vladne kvantovd mechanika. Ve vSech piipadech vedou problémky teoretické fyziky

nakonec k nalezeni diferencialni rovnice a jejiho feseni.*®

Leibniz zvetejnil sviij objev diferencidlniho poctu v roce 1684 a s integralnim poctem
ptisel o dva roky pozdéji. Newton byl pobouten, Ze si Leibniz objev kalkulu pfivlastnil. ,,Radu
let pak zufily spory o zasluhy za objev kalkulu, coz pokrok v této disciplin€ znacné zdrzovalo.
Newton byl prvni, kdo uplatil kalkulus na fyzikalni problémy, Leibniz zase vypracoval velkou
¢ast notace, kterou pouziva i moderni matematicka literatura.“® Tyto spory definitivng

skoncily az Leibnizovou smrtni roku 1716.

Je dobré polozit si otazku, pro¢ Newton nepublikoval své poznatky z oblasti kalkulu
Vétsina historikl se domniva, ze za to mohla Newtonova vlastni povaha. Newton byl totiz

neobydejné introvertni, tajniistkaisky a trp&l chorobnym strachem z mozné kritiky.’

»Infinitezimalni pocet pronikl do kaZzdé oblasti védeckého badani a dnes hraje
neocenitelnou roli v biologii, fyzice, chemii, ekonomii, sociologii, projektovani a ve vSech
disciplinach, kde néjaka veli¢ina, napiiklad rychlost nebo teplota, prochazi neustalymi
zménami. Kalkulus ndm mtiZze pomoci k objasnéni struktury duhy, uci nés, jak lze vydélat
vice penéz na akciovém trhu, fidit kosmickou lod’, ptfedpovidat pocasi, predvidat rist

v

populace, navrhovat stavby nebo analyzovat Sifeni pfenosnych chorob. Kalkulus piinesl

revoluci. Zménil zptisob, jakym se dnes divame na svét.*

4 srov. MARES, Milan. Pribéhy matematiky. P¥ibram: Pistorius, 2011. s. 169-170; srov. PICKOVER,
Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokoran, 2012. s. 152.

5 STROGATZ, Steven. Radost z x. Praha: Dokoran, 2014. s. 143.

6 PICKOVER, Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokofan, 2012. s. 152.

" srov. ACHESON, David. The Calculus Story. Kindle vyd. New York: Oxford, 2017. s. 96.

8 PICKOVER, Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokofan, 2012. s. 152.
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Newton a Leibniz vypracovali teorii kalkulu a bratii Jacob a Johann Bernoulliové jej
zdokonalili, ale az francouzsky matematik Marquis de I’Hopital (1661-1704) vydal v roce
1696 prvni uc¢ebnici kalkulu pod ndzvem Analyse des infiniment petits, pour l’intelligence des
linges courbes (Analyza nekone¢né malého za ucelem pochopeni kiivek). Jejim cilem bylo
rozsifit pochopeni infinitezimalniho poctu. Keith Devlin k tomu pise: ,,AZ do vydani
I’Hopitalovy knihy byli Newton, Leibniz a oba Bernoulliové vlastné jedinymi lidmi na Zemi,
kteti o kalkulu néco podstatného védéli.“ Vedle své ucebnice je I’Hopital znamy pravidlem
pro vypocet limitni hodnoty zlomku, jehoz Citatel i jmenovatel se oba blizi bud’ k nule nebo

k nekone¢nu.®

Dalsim prukopnikem v oblasti kalkulu byl francouzsky matematik Augustin Louis
Cauchy (1789-1857). ,,Americky matematik William Waterhouse napsal: ,,Kalkulus se v roce
1800 nachdazel v kuridzni situaci. VSichni byli piesvédceni, Ze je bezchybny. Matematici
sdostatek obratni a bystii jej s uspéchem pouzivali uz celé stoleti. Nikdo ale nedokézal jasné
vysvétlit, pro¢ vlastné funguje... Az piiSel Cauchy.” Ve své praci Résumé des lecons sur le
calcul infinitesimal (Shrnuti lekci z infinitezimalniho poctu) z roku 1823 ptichazi plodny
francouzsky matematik Augustin Cauchy s dikladnym rozvinutim kalkulu a modernim
dikazem jeho zékladni véty, kterd elegantné spojuje dvé hlavni vétve kalkulu (diferencialni a
integralni pocet) do jednoho rdmce. (...) ,,Cauchy vlastn¢ zadné zaklady nepolozil; smetl jen
vSechen prach, aby odkryl v celé své nadhete stavbu kalkulu, ktera stala na pevnych zakladech

uz od podatku, “ uzavira Waterhouse.“*°

9 srov. PICKOVER, Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokofan, 2012. s. 160.
10 pICKOVER, Clifford. Matematickd kniha. Praha: Dokoran, 2012. s. 220.
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2 Hyperbolicke funkce
V této kapitole jsem vychazel piedeviim ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.t!

Jako hyperbolické funkce se oznacuje skupina funkei analogicky podobnych k funkcim
goniometrickym. My tyto funkce budeme vyuzivat pro feSeni n¢kterych integralt. Zakladni
dv¢ funkce jsou hyperbolicky sinus (sinh x) a hyperbolicky kosinus (cosh x). Podobn¢ jako
u goniometrickych funkci z nich miZzeme odvodit ostatni, tedy hyperbolicky tangens (tanh x),

kosekans (csch x), sekans (sech x) a kotangens (coth x).

Funkce inverzni K témto funkcim nazyvame hyperbolometrické a budeme se o nich

bavit ve druhé kapitole.

2.1 Spojitost s hyperbolou

Podobné jako lze definovat goniometrické funkce pomoci jednotkové kruznice, tak

hyperbolické funkce Ize definovat pomoci jednotkové hyperboly.

Pt¥imka vedend z po¢atku protina hyperbolu x? —y2 = 1 v bodé [cosh(a), sinh(a)],
kde a je dvojnasobek plochy vymezené piimkou, hyperbolou a osou x. Pro body hyperboly

pod osou x je plocha brana jako zaporna.

Obrazek 2.1: Geometricky vyznam hyperbolickych funkci.!2

1 Hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_functions
12 Hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_functions



2.2 Definice hyperbolickych funkci

2.2.1 Definice pomoci Eulerova cisla

Hyperbolické funkce jsou standardné definovany pomoci Eulerova ¢isla nasledovné:

eX — g%
sinh(x) = —
e¥+e*
cosh(x) = —
tanh(x) = sinh(x) e*—e™
A = osh(x) — e + e—*
h() = ——— = —— %0
s = sinh(x) eX —e~*’ x= 0
h(x) = 1 _ 2
Secix) = cosh(x)  e*+e™¥
1 e*+e™™
coth(x) = = x # 0.

tanh(x) e*—e*’

| — y =sinh(x)
il ==y =cosh(x)
H y = tanh(x)

L 1

— y = csch(x)
- -y =sech(x)
y = coth(x)

_‘101 -10 1

X

Obrazek 2.2: Grafy funkci sinh, cosh, tanh.*®
Obréazek 2.3: Grafy funkci csch, sech, coth.*

13 Hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:

https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_functions

14 Hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:

https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_functions



2.2.2 Definice pomoci komplexnich ¢isel

Hyperbolické funkce také miizeme definovat pomoci komplexnich ¢isel. Vyjdeme

z Eulerova vzorce:
e® = cos(@) + isin(6).
Nyni do vzorce dosadime Ghel —8:
e~ = cos(—0) + i sin(—0) = cos(@) — isin(H).
Po odecteni druhé rovnice od prvni dostaneme:
el — e~ = 2isin(0).

Vynasobime obé¢ strany rovnice vyrazem —i/2:

sin(0) = —i

Takze:

e
sin(ix) = —i—— = —i =i = i sinh(x).

Pokud bychom tyto dvé rovnice naopak secetli, tak bychom dostali:
el® + e~% = 2cos(0)

ei@ + e—i@

cos(0) = >

Takze:

el yemi"x  gmx | X
cos(ix) = 5 = > = cosh(x).

Z téchto dvou vztaht Ize snadno odvodit definice ostatnich hyperbolickych funkci.

10



2.3 Vlastnosti hyperbolickych funkci

Hyperbolicky kosinus a sekans jsou sudé funkce, zatimco ostatni hyperbolické funkce

jsou liché. VVztah mezi hyperbolickym sinem a kosinem je:

eX+e™ e¥—e*

cosh(x) + sinh(x) = > + > = e”,
e*+e™ e¥—e™™
cosh(x) — sinh(x) = > — > =e X

2.3.1 Osbornovo pravidlo

V tomto oddilu jsem vychazel ze dvou ¢lankl, zvefejnénych na webech

Stackexchange®® a Undergroundmathematics.®

Osbornovo pravidlo je pravidlem pro pievod goniometrické identity na odpovidajici
hyperbolickou. Pravidlo fikd, ze kazdy vyskyt sinu nebo kosinu nahradime odpovidajicim
hyperbolickym sinem nebo kosinem, a kdekoli mame soucin dvou sini, tak soucin

hyperbolickych sinti musime znegovat.

Abychom toto pravidlo mohli spolehlivé pouzit, tak nejprve musime zapsat funkce
tangens, kosekans, sekans a kotangens v ramci funkci sinus a kosinus. Toto pravidlo neplati

pro identity zahrnujici derivace a integraly. NiZe je uvedeno nékolik piiklad pouZiti.
sin(26) = 2sin(0) cos(8) = sinh(26) = 2 sinh(0) cosh(H)
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(p)
= cosh(a + B) = cosh(a) cosh(fB) + sinh(a) sinh(B)
cos2(0) + sin?(8) = 1 = cosh?(8) — sinh?(#) = 1 = cosh?(8) = 1 + sinh?(0)

1 sin?(0)
cos2(6)  cos?(6)

sec?(f) —tan?(0) =1 = =1 = sech?(f) + tanh?(8) = 1

15 Proof of Osborn's rule. Stackexchange [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://math.stackexchange.com/questions/138842/proof-of-osborns-rule

16 Osborn's rule. Undergroundmathematics [online]. [cit. 2021-11-07]. Dostupné z:
https://undergroundmathematics.org/glossary/osborns-rule
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1 cos?(0)
sin?(6) ~ sin? €))

csc?(0) — cotg?(8) =1 = =1 = coth?(8) = 1 + csch?(0)

Je vidét, jak Osbornovo pravidlo funguje, nazna¢ime si pro¢. Vyjdeme z vySe
dokdzanych vztahi mezi hyperbolickymi funkcemi a goniometrickymi funkcemi
komplexniho Ghlu: sin(ix) = i sinh(x), cos(ix) = cosh(x). Libovolnou goniometrickou

identitu lze vyjadrit takto:
P(sin(x), cos(x),sin(2x), cos(2x), ...,sin(kx), cos(kx)) = Q(sin(x), cos(x)).

Kde P a Q jsou racionalni funkce (funkce vyjadiené jako podil dvou polynomu) a k je

celé ¢islo. Nyni za Uhel x dosadime komplexni thel ix a pouzijeme odvozené vztahy.
P(sin(ix), cos(ix), ...) = Q(sin(ix), cos(ix))
P(isinh(x), cosh(x), ...) = Q(i sinh(x), cosh(x))

Pokud je v goniometrické identité soucin dvou sint, tak v hyperbolické identité bude
sou¢in dvou hyperbolickych sinii a i2 = —1, z &ehoz plyne vySe zminéna negace. Imaginarni
jednoty u lichych mocnin sini se pokrati. Timto jsme si naznadili dikaz Osbornova pravidla.
2.3.2 Derivace hyperbolickych funkci

Derivaci hyperbolické funkce najdeme derivovanim jeji definice.

d h()_dex—e‘x_ex+e"‘_ h(x)
7 Sinh(x) =7 5 = 5 = cosh(x),
de*+e™ e¥—e™*
7y 08 () P 5 5 sinh(x),
d de*—e™ (e¥+e™)(e*+e™)—(e*—e™)(e*—e™)
—tanh(x) = — — = —
dx dxe* +e™* (eX 4+ e=X)?
= 1 — tanh?(x) = sech?(x),
de*+e™ (e*—e™)(e¥—e™)—(e*+e™)(e*+e7¥)
—coth(x) = — =

dx dxe* —e™* (eX —e=X)2

=1 — coth?(x) = —csch?(x), x#0,

12



d _0—(e"—e™)2
dxeX+e* (e +e*)2
d 00— (e"+e™)2
aex_e_x - (ex_e—x)z

13

= —sech(x) tanh(x),

= — csch(x) coth(x),

x # 0.



3 Hyperbolometrické funkce
V této kapitole jsem vychazel predevsim ze lanku zvefejnéném na Wikipedii.'’

Hyperbolometrické funkce jsou funkce inverzni k funkcim hyperbolickym. Bézné se

pouzivaji dva druhy znaceni hyperbolometrickych funkci. Hyperbolometricky sinus:

sinh~1(x) = arsinh(x).

3.1 Definice hyperbolometrickych funkci

Vzhledem k tomu, Ze hyperbolické funkce jsou definované pomoci Eulerova ¢isla, tak
muzeme pomérné snadno najit definice hyperbolometrickych funkci a vyjadtit je pomoci

ptirozeného logaritmu.

Zkusme si odvodit tfeba hyperbolometricky sinus. Pfi feSeni pouzijeme kvadratickou
rovnici a poté si vysledek vyjadiime jako ptirozeny logaritmus jejiho vysledku. Pfi odvozeni

vzorce ostatnich hyperbolometrickych funkci bychom postupovali stejné.

y = sinh™1(x) = x = sinh(y)

ey_e_y
:>x=T:>2x=ey—e‘y:>ey—2x—e‘y=0:>(e3’)2—2xey—1=0
y _ 2x*VAx?+4 5
= ey, = =xxx2+1, e” > 0 pro vSechnay

2
:>e3’=x+\/x2+1=>y:sinh‘1(x):ln(x+ x2+1)

Vyraz x + Vx2 + 1 je kladny pro vSechna x, takZe defini¢nim oborem sinh™!(x) jsou

vSechna reélna ¢isla. Podobné se daji odvodit ostatni definice.

sinh™(x) = In (x +/x2%2+ 1), x €R

cosh™(x) = In (x ++/x2 — 1), x=>1

7 Inverse hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_hyperbolic_functions
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1 1+x
tanh™(x) = Eln( ), x| <1

1—x
1 1
csch™(x) =In| =+ [+1], x#0
X x
1 1
sech™(x) =In|{ -+ |5—-1], 0<x<1
x x
1 x+1
coth™(x) = —ln( ), x| > 1
2 x—1

3.2 Vlastnosti hyperbolometrickych funkci

Hyperbolometricky kosinus a sekans nemaji paritu, ostatni hyperbolometrické funkce

jsou liché. VVztahy mezi hyperbolometrickymi funkcemi jsou:

1
csch™!(x) = sinh™?! (—),

x

1
sech™(x) = cosh™?! (;)

1
coth™'(x) = tanh™?! (;)

3

2f | — arsinh — arcoth
— arcosh —— arsech
1t | — artanh arcsch
0 o
_1.
,2,
_3 n L L n n
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 3.1: Grafy hyperbolometrickych funkci.8

18 |nverse hyperbolic functions. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_hyperbolic_functions
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3.2.1 Derivace hyperbolometrickych funkci

Derivaci hyperbolometrické funkce najdeme derivovanim jeji definice.

2x Vx2+1+x

1+
d d > - )
_Sinh_l(x)=—ln(x+ x2+1)= 2Vx*+1_ _ Vx*+1
dx dx x+1/x2+1 x+\/x2+1 \/x2+1
2x Va2 —1+x

1+
N 2 — 1
(x+ /—xz—l)z 2Vxs—1 _ xt—-1 _
x+Vx2—1 x+Vx2—1 Vx2-1

_ h_l( )_i]
dxCOS X _dx n

dt h—1()_d11 (1+x)_ 1-x (Q1-0+0+x) 1
de T 2 U =% T2+ 1) (1-x)2 1-—x2
h1(0) d 'h‘1<1) 1 -1 -1 1
—csch™1(x) = —sin R —— = —
dx dx X (1)2+1 x? \x? + x* |x|V1 + x2
x

d d -1 -1 1
—sech™(x) = —cosh™!

1 1
dx dx <;)_ /(1)2 1.F_\/x2—x4__le\/1+x2
x

x+1> x—1 _(x—l)—(1+x): 1

d th‘l()—dll( _
€0 S R P T 2(x+ 1) (x —1)2 1—x2

dx
Vzhledem k tomu, Ze sech™(x) je definovany pouze pro 0 < x < 1, tak miizeme

absolutni hodnotu v jeho derivaci ignorovat. Tedy:

1
xV1 + x2

el “1(y) = —
dxsech (%)

Také si mizeme vSimnout, Ze plati vztahy:

d d
—tanh™1(x) = —coth™1(x) =

dx dx 1—x?

4 csch™(x) = = sech™(x) !
—cscC x) = —sec X)) = ———.
dx dx lx|V1+ x2

Dutlezité je uvédomit si, ze tyto funkce maji rizné defini¢ni obory, coz pfi integraci

muze byt dilezité.
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4 Neurcity integral

V této kapitole jsem vychazel predevsim ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipediil® a
z bakalai'ské prace Aplikace integralii ve fyzice a technice.?® Vétsina matematickych definic a
vét v této kapitole je srovnanych stouto praci. Také jsem vychazel z kurzu Calculus 2,
dostupného na webu Blackpenredpen,? ze kterého také pochdzi vétsina piikladd, zejména ze
cvideni Ultimate Integral Starter?? a 100 Integrals.?® Nékteré piiklady pochézeji z Petakové?

a z kurzu Integralni pocet, dostupného na webu Isibalo.?

V této kapitole si definujeme primitivni funkci a pojem neurc¢itého integralu. Poté se
postupné zaméfime na vSechny zakladni integracni metody. Na konci této prace je seznam
vyteSenych piikladl s vysledky. Pokud by se béhem feSeni daného ptikladu objevil integral,

ktery je vyfeSeny v né¢jakém jiném piikladu, pak se na tento ptiklad mtizeme odkazat.

4.1 Primitivni funkce

Definice 1. Primitivni funkce k funkci f na intervalu /] € R je takova funkce F, Ze pro kazdé
x €JjeF'(x) = f(x).
Véta 2. Necht je f spojité funkce na intervalu J € R. Pak k ni na tomto intervalu existuje

funkce primitivni.

Lemma 1. Necht je F primitivni funkci k funkci f na intervalu J € R. Pak z Definice 1 plyne,

Ze pro libovolné ¢ € R je také funkce F + ¢ primitivnik f na J.

19 Primitivni funkce. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-11-09]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Primitivn%C3%AD_funkce

20 BIEDNIAKOVA, Natalia. Aplikace integrdlii ve fyzice a technice [online]. Brno, 2015 [cit. 2021-12-17].
Dostupné z: https://is.muni.cz/th/z0ms3/Bakalarska_prace_Natalia_Biedniakova.pdf

2 Calculus 2. Blackpenredpen [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://www.blackpenredpen.com/calc2

22 Jltimate Integral Starter. Blackpenredpen [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z: https://bit.ly/3K6hxIq
23100 Integrals. Blackpenredpen [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z: https://bit.ly/3GmIvTB

24 PETAKOVA, Jindra. MATEMATIKA. Praha: Prometheus, 2018. Str. 162-165.

% |Integralni pocet (integrace). Isibalo [online]. [cit. 2021-12-19]. Dostupné z:
https://isibalo.com/matematika/integralni-pocet-integrace
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Véta 3. Necht je F néjaka primitivni funkce k funkci f na intervalu / € R. Pak
{F+c; ceR}
Jje mnozina vsech primitivnich funkci k funkci f na intervalu J.
Definice 4. Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu /] € R se nazyva

neurcity integral z funkce f na J a znaci se

jf(x)dx=F(x)+c, x€].

Procesu hledani neur¢itého integralu se k4 integrace. Symbol | se nazyva integracni
znak a diferencial dx oznacuje, podle které proménné integrujeme, proménnou x bychom tedy
oznacili jako integracni proménnou. Integrované funkci f fikame integrand a konstanté ¢

integracni konstanta.

Véta 5. Necht je funkce F, resp. G primitivni k funkci f, resp. g na intervalu J € R. Pak z
Definice 1 vyplyvaji vztahy:

d

[ r@ax=reo,

ja-f(x)dx=ajf(x)dx, a € R,
f[f(x)ig(x)]dx=ff(x)dxifg(x)dx=F(x)iG(x)+c, c €R.

4.2 Tabulkové integraly
Vzorce uvedené v tomto oddilu jsou srovnané se ¢lankem zveiejnéném na Wikipedii.?®

Tabulkové integraly jsou vzorce vychazejici z deriva¢nich vzorc. Cilem vSech
integra¢nich metod je zjednodusit slozitéjsi integral na soucet tabulkovych integrali. Uvedené

vzorce budou Vv této praci hojn¢ vyuzivany.

% Seznam zakladnich integral(l. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-21]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_z%C3%A1kladn%C3%ADch_integr%C3%A11%C5%AF
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Véta 6. Plati vztahy:
1. f0dx=c,

2. fadx=ax+c,
X1 R*, pron€ R,

n —
3. [x™dx = R nEN

1 + ¢, proxe{

4. f%dx=ln|x|+c, prox # 0,

5. feXdx=e"+c

6. faxdx=%+c, proa>0, a+1,

7. [sinxdx = —cosx +c,

8. [cosxdx =sinx+c,

9. [sec?xdx =tgx+c, prox¢§+kn,kEN,
10. [ csc? x dx = —cotgx + ¢, prox # km, k € N,
11. [ sinhx dx = coshx + c,

12. [ coshx dx = sinhx + c,

13. [ sech? x dx = tanh x + c,

14. [ csch? x dx = —cothx + ¢, pro x # 0,

15. f%}czdx = arcsinx + ¢, pro |x| < 1,

1

16. [ dx = arctgx + ¢,

1+x2
17. fﬁdx =sinh™*(x) + c =In(x +Vx2 + 1) + ¢,
1 ln|x + Vx2 — 1| +c, pro |x| > 1,
18. [ o—dx =
xe=1 cosh™(x) + ¢ = ln(x + Vx?% — 1) +c¢, prox>1,

19



Gln |1ﬁ| +c, pro |x| # 1,

1-x
1

— 1 1+x

19. f1—x2 dx =<tanh™}(x) + ¢ = SIn (;) +¢, prolx| <1,
— 1 1

coth™(x) + c = sIn (i—il) +¢, prolx|>1.

Duikaz: Platnost téchto vztahii se snadno ovéfi derivovanim pravych stran rovnosti.

4.3 Neelementarni integraly

Definice 7. Funkce f je elementarni, pokud ji Ize definovat seétenim, nasobenim a slozenim
kone¢ného mnozstvi exponencialach, racionalnich, goniometrickych a hyperbolickych funkci
a funkci k nim inverznich.?’

Definice 8. Necht’ F je n&jaka primitivni funkce k elementarni funkci f na intervalu J < R.

Pokud funkce F neni elementarni, pak nazyvame neurdity integral funkce f neelementarnim.?

Véta 9. Plati, Ze tyto integraly jsou neelementdrni:

2 2 x eX e *
1. [e* dx, [e™ dx, [e® dx, f;dx, dex, [ x* dx,

N

fﬁdx' [In(Inx) dx, [Inx cosxdx,

3. fsmxdx, [=2dx, [sin(x?)dx, [cos(x?)dx,

X X

o

. V1 +x3dx, [V1—x*dx,

5. [x"le *dx, pron ¢ N.%

27 srov. Elementary function. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Elementary_function

2 srov. Nonelementary integral. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Nonelementary_integral

2 srov. Nonelementary integral. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Nonelementary_integral
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4.4 Integraly upravitelné na tabulkove integraly
Cilem je upravit integrand tak, aby bylo mozné pouzit tabulkové integraly.

Priklad 1. Upraveni racionalni funkce.

fx2_4x+4d 3 (x —2)2 D = 1fx_2d B 1f 2y +f sy
43 20t T ) o —2) T T2 ) T3 T ) o)
-1 x‘1+x_2+ 1 1
2 AT T T

Piiklady 2, 3. Upraveni integrandu pomoci zékladnich goniometrickych vzorcu.

1 1 1 1
—  dx= dx == dx ==tgx+c
,f1+c052x X fsin2x+coszx+coszx—sin2x x Z,fcoszx x 2 g

5 sin? x 1—cos?x 1
ftg xdxzf dxzf—dxzf dx—fldxztgx—x+c
cos? x cos? x cos? x

Priklady 4, 5. Snizeni mocniny sinu a kosinu. VVychozi vzorec: cos(2x) = cos? x — sin? x.

cos(2x) =1 —2sin?x = sin?x = 5 (1 — cos(2x))
1
cos(2x) = 2cos?’x —1 = cos?x = E(l + cos(2x))
X
fZSin2 (E)dx = f(l —cosx)dx =x—sinx+c¢

X
j4cosz (E)dx = f2(1 + cosx)dx =2x+2sinx +c¢
Priklad 6. Nestandardni vyuziti vzorcl pro snizeni mocniny sinu a kosinu.

sin2x=5(1—c052x)=>1—c052x=25in2x

1
coszx=§(1+c052x)=>1+c052x=2coszx
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1—cosx ZSinz(%) [y, , (X
f1+cosxdx_fzcosz(%)dx_ftg (E)dx—f(sec (E)_l)dx

Priklad 7.

x—1 X

9 : 2
f3x+1+39£7) dx—fs 3x;_i(2) dx:f3_6x;2_9xd
) ()

=](3-2x+2-3x)dx=3-

X

X 3x

ln2+2'ln3

+cC
Piiklad 8. Slozit¢ vypadajici integrand s hezkou Upravou.
X
X 1 Inx X
ximxdx = | (e!*) "dx=|e*dx=e"+c=xlx+c

Piiklad 9. Uprava vyrazu pod odmocninou.

]1+( 1)2d—j 1+21+1d—f 2 i L g
X Tax) YT T T e ™ T | T T 1o

1\? 11 1, 1
=f (x+—) dx = (x+—-—)dx=—x +—In|x| + ¢
X 2 4
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4.5 Integrace uhadnutim primitivni funkce

Neékdy je mozné (a pokud to jde, tak vétSinou i nejjednodussi) uhadnout primitivni
funkci integrandu, aniz bychom museli pouzit n¢jakou integra¢ni metodu. Kromé tabulkovych
integrald se také miizeme zamé&fit na integrandy ve tvaru derivace soucinu a podilu. Sta¢i nam

najit funkci, jejiz derivace je integrand.
f ' (g + F)g' @] dx = F)g() + ¢

f)gx) — f(x)g'(x) D = f(x) i
g*(x) gx)

Ptiklad 10. Vyuziti vzorce pro derivaci soucinu.

sin x
j( . +lnxcosx)dx=j[ln’xsinx+lnxsin’x]dx=lnxsinx+c

Priklad 11. Vyuziti vzorce pro derivaci podilu.

erx
——d
J (1+202
Ve jmenovateli integrandu je druhda mocnina, zkusim, zda nejde o derivaci podilu. Prvni

funkce tedy je (1 + 2x). V ¢itateli je vyraz e?*, zkusim jej pouzit jako druhou funkci:

d e’  2e*(1+2x)—e?2 2e*(1+2x—-1)  4xe**
dx1+2x (1+ 2x)2 T (14292 (14207

Coz je Ctyfnasobek naseho integrandu, takze:

erx p er
= +e
f A+202" T a1+ 2x)
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4.6 Integrace metodou per partes

V tomto a v nasledujicim oddilu jsem vychazel piedevsim z kurzu Calculus 2, ktery je

dostupny na webu Blackpenredpen.®

Integrace per partes (po ¢astech) se pouziva prevazné pro integraci sou¢inu dvou funkeci.
Pokud je integrand pouze jedna funkce, pak jej muZzeme vnimat jako tuto funkci vynasobenou
konstantni funkci jedna.

Véta 10. Necht jsou u, v funkce proménné X a necht’' maji spojité derivace na intervalu J < R.

Potom na J plati:
fuv’ dx = uv — f u'vdx.
Diikaz. Vyjdeme z véty o derivaci soucinu:
[uv]' =u'v+uv' = uv = fu’vdx +fuv’dx > fuv'dx =uv — fu’vdx.

Cilem integrace per partes je prevést slozit&jsi integral [ uv' dx na jednodussi integral

ve tvaru [ u'v dx. Véta 10 se také Sasto zapisuje pomoci diferenciélt jako

judv=uv—fvdu.

V této praci bude pouZivan tento tvar.

V per partes je z&sadni si spravné vybrat, kterou funkci budeme derivovat a kterou
integrovat. Pti feSeni vétSiny jednoduchych piikladd na per partes se miizeme Fidit metodou
LIATE, kterd nam poméha s vybérem funkce, kterou budeme derivovat. Cim bliZ je funkce k
pismenu L, tim vétsi ma prioritu. Takze napiiklad ve vétSing piipadi budeme chtit derivovat

logaritmus. Nasleduje seznam funkci sefazenych podle priority pro derivaci.
1. L = Logaritmickéa funkce

2. | =Inverzni goniometricka funkce

30 Calculus 2. Blackpenredpen [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://www.blackpenredpen.com/calc2

24



3. A = Algebraickéa funkce (racionalni funkce, ktera mize obsahovat odmocniny)
4. T = Trigonometricka (goniometrickd) funkce
5. E = Exponencialni funkce

Piiklad 12. Nejdiive si musime zvolit, kterou funkci budeme derivovat a kterou integrovat.
V tomto piikladu se budeme fidit metodou LIATE. Pro derivaci mame na vybér ze dvou
funkci, z funkce x (aritmeticka funkce) a funkce cos x (trigonometricka funkce). LIATE nam
radi abychom derivovali funkci x. Takze budeme derivovat funkci u = x a integrovat funkci
dv = cos(x). Tyto funkce si zapiSeme do tabulky. Vysledek je soucin diagonily minus

integral soucinu spodni fady.

u=x dv = cosx dx . )
x cosxdx = ; =uv— | vdu =xsinx — | sinxdx
du = dx v =sinx

=xsinx+cosx+c

Piiklad 13. Integrél In x nezname, tak si jej zvolime jako funkci, kterou budeme derivovat.

u=Inx dv=x34dx 1 " 1 1
]x3lnxdx= 1 X =—x4lnx—f—dx=—x4lnx——Jx3dx

du =—dx vV=— 4 4x 4 4
X 4
1 1
_ .4 T4
—4x Inx 16x +c

Piiklad 14. Vyraz In x mtizeme brat jako 1 - In x.

jlnxdx =

Priklad 15. Opakované pouziti per partes. Pro zjednoduSeni zapisu budeme do tabulky

u=Ilnx dv=dx

X
1 =xlnx—f—dx=xlnx—x+c
du=;dx vV=x X

zapisovat pouze funkce, které derivujeme, resp. integrujeme a oznacime si sloupecek, ve
kterém derivujeme, resp. integrujeme D, resp. I. V tomto piikladé zamérné nebudeme vytykat

konstanty, abychom si ukazali, pro¢ funguje rychld metoda per partes, o které pojednava dalsi
oddil.
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D I D I
fx3 sinxdx =|x® sinx | = +(—x3cosx) — J 3x2(—cosx)dx = |3x%2 —cosx
3x> —cosx 6x —sinx
D I
= +(—x3cosx) — (—3x%sinx) + J 6x(—sinx)dx = [6x —sinx
6 Ccos X
D 1
= +(—x3cosx) — (—3x?sinx) + (6x cosx) — J 6cosxdx =|6 cosx
0 sinx

= +(—x3cosx) — (—3x?%sinx) + (6x cosx) — (6sinx) + J 0dx

= +(—x3cosx) — (—3x?sinx) + (6x cosx) — (6sinx) + ¢

= —x3cosx+ 3x%sinx + 6xcosx — 6sinx + ¢

4.7 Rychla metoda per partes (DI metoda)

Je vidét, ze opetovné pouzivani per partes muze byt velmi zdlouhavé. VSimnéme si, ze
pfi pouziti per partes ziskame n&akou novou funkci (uv) a novy integral (f u'v dx). Tuto
novou funkci, resp. integral pfi¢itame, resp. odecitdme, coz znamend, Ze pokud znovu
pouzijeme per partes (na nas nové vznikly integral), tak budeme novou funkci, resp. integrél
odecitat, resp. pricitat atd. Znaménka se nam tedy stiidaji. Toto je naptiklad pro trojnasobné

pouziti per partes mozné zapsat timto zptisobem:

D i
+ u N vV
fuv”’ dx=|—- v N V'|=4w" —-uv' +u'v- fu”’v dx.
+ u' N
_ ul’l N v

Vysledek je soucet soucinti diagonal vynasobenych danym znaménkem a integralu

soucinu spodni fady.

Takto bychom mohli pouzivat per partes do nekonecna a vytvaret dalsi fady tabulky,
takze je dulezité¢ veédeét, kdy prestat a vypocitat noveé ziskany integral. Jsou tfi situace, ve

kterych chceme piestat.
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4.7.1 Ve sloupecku Derivace je nula

Pokud je ve sloupecku Derivace nula, pak na$ nové ziskany integral je [ 0 dx = c, takze
dalsi uplatnovani per partes nedava smysl. Z posledniho fadku ziskdme integracni konstantu,

takze neni nutné psat novy integral.

Priklad 15. Jiné feSeni pomoci DI metody.

D I
+ x2 N sinx
f 3 . |- 3x2 N —cosx
x°sinxdx = .
+ 6x N —sinx
- 6 \ cos x
+ 0 - sin x

3

= —x3cosx+3x%sinx + 6xcosx —6¢coSx + C

Priklad 16. V tomto ptikladu pouzijeme vysledek z Ptikladu 53:

Jsecxdx = In|secx + tgx| + c.

. d
Poznémka: —-secx = secxtgx.

D I
X N secxtanx
fxsecxtanxdxz — 1 N sec x = xsecx — In|secx +tgx| + ¢
+ 0 - In|secx+tgx]|
Priklad 17.
D I
+ x2 N e
fxzex dx=|—- 2x N e¥|=x%e*—2xe*+2e*+c
+ 2 N e*
- 0 - e*
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4.7.2 Je mozné najit integral soucinu rady

Pokud umime najit primitivni funkci k soucinu néjaké tady v tabulce, pak mtzeme
piestat a vyfesit tento novy integral. Nékdy taky vyuzijeme toho, ze k primitivni funkci

muzeme pricist libovolnou konstantu, ¢imz ziskdme néjakou novou primitivni funkci.

Priklad 18. V tomto piikladu pouzijeme vysledek z ptikladu 14:

jlnxdx=xlnx—x+c.

D I
+ In? AV |
flnz(x)dx = ;lr(l? =xln2(x)—2flnxdx
x

= xIn?(x) —2xIlnx +2x+ ¢

Priklad 19. V tomto ptikladu pouzijeme vysledek z Ptikladu 26:

X 1
J dx =§ln(1+x2)+c.

1+ x2
D I
+ arctgx N 1 X
]arctgxdx= 1 =xarctgx—f1+x2dx
1+ x?
1
=xarctgx—iln(1+x2)+c
Priklad 20.
D 1
j . d_+ arctgx N x| x? . 1f xzd
x arctg x x—_ 1 ] f—zarch 5| To 2>
1+ x2 2
1 1(x*+1) -1
=§x2arctgx—§ %dx
~ Lt 1[(1 1>d—12 t 1( tgx) +
=S xfarctgx — cag ) dx =gxtarctgx — o (x —arctgx) +c
1 t +1 t 1+—1(2+1) t 1+
= xarctgx +sarctgx —sx +c =5 (x arctgx —-x+c
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Priklad 20. Jiné feSeni pomoci jiné primitivni funkce.

D I
J‘ o d |+ arctgx N x | x*+1 . J 1 x2+1d
xarctgx dx = ) 1 £+1— S —arctgx Tz 7
1+ x? 2 2
—1(2+1) t fld —1(2+1) t ! +
=5 arctgx 5 dx = (x arctgx ——x +¢
Priklad 21.
D I
+ arctg(vx +1 AV |
jarctg(\/x+1)dx= 1g( 1)
1+ @+ D2vx+1

_xarctg(\/x+ ) f(x+2)2W

Nas novy integral je pomérné slozity, tak si zkusime zvolit néjakou jinou primitivni

funkci.

D I
+ arctg(vx + 1 N 1

farctg(\/x+1)dx= 1g( )
— > x+a

I+ (c+D2vx+1
x+a
=(x+a)arctg(vx + 1 —J dx =

( ) g( ) (x+2)2vx+1

Konstantu a polozime rovnou dvéma, ¢imz se nam zjednodusi integrand.

=(x+2) arctg(\/x + 1) — fz\/%ﬂdx

=(x+2)arctg(Vx+1)—Vx+1+c
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Priklad 22. V tomto piikladu pouzijeme vysledek z Piikladu 36:

X
fﬁdx= 1+X2+C.
+x
D 1
+ sinh™! AV | X
fsinh‘lxdx= 51r11 x =xsinh‘1x—J—dx
- 5 V1 4+ x?
V1 + x2

=xsinh lx—-V1+x2+c¢

4.7.3 Prvni Fada tabulky se opakuje

Pokud je néjaka fada tabulky nasobkem prvni fady, pak mizeme ptestat a na§ novy
integral bude nasobkem naseho pivodniho integralu. K tomuto zacykleni dochazi napf. pokud
integrujeme soucin exponencialni a goniometrické funkce.

Piiklad 23. Tieti fada je minus ¢tyinasobek prvni fady.
D I
% sin(2x) do — +  sin(2x) Noe*
e’ sin(2x)dx = | _ 2cos(2x) N e*
+ —4sin(2x) - e*

= e*sin(2x) — 2e* cos(2x) — 4f e* sin(2x) dx
= SJ e* sin(2x) dx = e* sin(2x) — 2e* cos(2x)

1 2
= f e* sin(2x) dx = Ee" sin(2x) — Ee" cos(2x) +c¢
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vewr

D I
. + x sin x N 2e*
2e*xsinx dx = )
f — sinx + x cos x N 2e”

+ cosx+cosx —xsinx - 2e*

= 2e*xsinx — 2e*(sinx + x cosx) + f 2e*(2cosx — xsinx) dx
= 2e*xsinx — 2e*(sinx + x cosx) + f 4e* cosx dx — f 2e*x sinx dx
Méame tedy rovnici:

2 f 2e*xsinx dx = 2e*xsinx — 2e*(sinx + x cos x) + f 4e* cos x dx.

:]Zexxsinxdx = e*xsinx — e*(sinx + x cos x) +fZex cos x dx.

Vyfte§ime potiebny integral.

D I
+ cosx N 2e*
— —sinx Y 2e*
+ —cosx — 2e*

fZex cosxdx = = 2e*cosx + 2e* sinx—fZexcosxdx

= ZJZex cosxdx = 2e*cosx + 2e*sinx = J 2e*cosxdx =e*cosx +e¥sinx + ¢
A dofesime pivodni integral.

= j 2e*xsinx dx = e*xsinx — e*(sinx + x cosx) + e* cosx + e*sinx + ¢

:>f2exxsinxdx =e*xsinx —e*xcosx+e*cosx+c
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4.7.4 Odvozeni rekurentnich vzorciu pro integraci

Pomoci metody per partes je mozné odvodit rekurentni vzorce pro urcCité integraly.
Naptiklad integral n-té mocniny dané goniometrické funkce. Tyto vzorce jsou uzite¢né pii

feSeni velmi slozitych integrala.
Piiklad 25. Odvozeni rekurentniho vzorce pro snizeni mocniny funkce sekans.

n=2: f sec™(x) dx = fsec“_z(x) sec?(x) dx

D I
= |+ sec" 2 (x) N osec?(x)
— (n—2)sec™3(x)sec(x)tg(x) - tg(x)

= tg(x) sec™2(x) — (n — 2) j sec™2(x) tg?(x) dx

= tg(x) sec™2(x) — (n — 2) j sec™2(x) (sec?(x) — 1) dx

= tg(x) sec"2(x) — (n — 2) f sec™(x)dx + (n — 2) J sec™2(x) dx
>mn-1) f sec™(x) dx = tg(x) sec® 2(x) + (n — 2) f sec™2(x) dx

= j sec™(x) dx = Ltg(x) sec"%(x) + n_—ZJ sec"%(x)dx
n-1 n-1
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4.8 Integrace metodou substituce za funkci

Pti feSeni integralu metodou substituce zavadime novou proménnou. Cilem je prevést
slozitéjsi integral jedné proménné na jednodussi integral jiné proménné. Existuji dva druhy
substituce, mizeme bud’ substituovat za funkci, kterd se vyskytuje v integrandu nebo do

integrandu substituovat n¢jakou novou funkci.

Véta 11. Necht funkce f(x) je spojita na intervalu / € R a funkce h(x) mé spojitou derivaci
na J a funkce g(w) je spojita pro vSechna u = h(x),x € | a necht je mozné vyjadrit funkci

f(x) naintervalu J jako f(x) = g(h(x))h'(x). Potom pro vsechna x € ] plati:

[ reoax = [ g(reameo ax = [ gaau

Diikaz: Z ptedpokladu, ze funkce f(x), resp. g(u) je spojita funkce pro vSechna x € J, plyne,
ze na intervalu J existuje funkce F(x) primitivni k f(x), resp. G (u) primitivni k g(u). Déle

z ptedpokladu plyne, 7e u = h(x) a f(x) = g(h(x))h'(x), tedy:

fg(u) du=Gu)+c= G(h(x)) +c

d
EG(h(x)) = g(h(x))h’(x) =f(x)= ff(x) dx = G(h(x)) +c= fg(u) du.
Tim mame tvrzeni dokazané.

4.8.1 Substituce za mocninnou funkci

PouZivame substituci:

f W fetyay = | =X g ;du f f(w) du
du = (n+ 1)x"dx (n+ Dxn n+1 '

Priklad 26. Na konci feSeni vyuZijeme skutecnosti, ze vyraz 1 + x? je vzdy kladny.

X _ 2 1 x 1 1r1 1
d =|u—1+x - |=f—-—d :—f—d = Zlnfu| +
f1+x2 P T w p =g ) glu=gnlul+ec

1 1
=§ln|1 +x%|+c= Eln(l +xH)+c¢
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Priklad 27.

x3 _ 4 1 1 1
,f1+x4 x du = 4x3 dx dx 43 du W™y nful +¢

1 1
= Zlnll +x*+c= Zln(l +xhH +c

Priklad 28.

jx d—f T dx=| u=xt 1d|—1j 4
1+ x* x= 1+(x2)2 x= du = 2x dx x_ﬂ u 2] 1+ u? u

1 1 )
= Earctgu +c= Earctg(x )+c

Priklad 29. Substituci za linedrni funkci mizeme provést vzdy, protoze derivace linedrni

funkce je konstanta.

1 _ _ 1 1 1 u3
- _|lu=5x-2 _ _ = —4 _-.xr
.[(5x—2)4dx du =5dx dx—5du‘ ju dx 5 —3+C

1
= T15Gx_23 €

Véta 12. Necht' F je primitivni funkci k funkci f na intervalu J € R. Pak z Definice 1 plyne,

Ze plati:
1
Jf(ax+b)dx =EF(ax+b) +c.
Diikaz: Tvrzeni dokazeme substituci.

_ 1 1 1
ff(ax+b)dx= u=ax+b dxz—du|:—ff(u)dxz—F(ax+b)+c
du = adx a a a

Priklady 29-31. Linearni substituce miizeme pieskocit a vysledek vyjadfit podle Véty 12.

j 4 —J(s =t EETDT I
(Gx—2)rF = )V T T 3 CT T1sGx—2)3"°

1
j cos(3x —2)dx = §sin(3x -2)+c
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fl d—fl dx = —Sinjsx— 1] +
T-5x T 7 5o M T Tt ¢

Priklad 32. Nekonecny integral.

f\/x+ ’x+mdx

Integrand si definujeme jako funkci proménné x a pokusime se jej zjednodusit.

f(x) =\/x+ xX+Vx 4= x+f(x)

1++1+4x

> F2@) =x+f() = 200~ fo) —x = 0= f(x) = ——

Funkce f(x) je odmocnina z n¢jakého vyrazu, takze v oboru realnych ¢isel nemiize

nabyvat zapornych hodnot. Uzaviena forma funkce f (x) tedy je:

f(x) = %(1 + V1 + 4x).

]\/x+ /x+\/mdx=j%(1+m)dx=%f(1+(4x+1)%>dx

3
1 1 (4x + 1)2 1 1
5 x+4 3 +c 2x+12 4x+1)3+c

2

Piiklady 33, 34. Integrél racionalni funkce vyzadujici rozsifeni zlomku.

u=1+x3

1 x4 — 3,4 1r1 1 1
dx = —dx = du 3x"dx| _ _ - —du=—=-In|{l4+—|+c
x* + x 1+x73 1, 3)u 3 x3
dx = —=x*du
3
1 |x®+1 1
=—=In +c=—=(n|x3+ 1] = In|x3]) + ¢

3 x3 3

1 1
= —§(ln|x3 +1| —31In|x|) + ¢ = In|x| —§ln|x3 +1|+¢
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1 1 x3 Z 142 101
— _dx=|——dx= dx=| ¥=+7%X =__f_d
fx(l + x2) dx fx3 +x x f 1+x72 x |du = —2x"3dx| 2] u u

1 1 1
:—Ell’l 1+F +C:—§ll’l

x*+1
x2

+c

1 1 5
= —E(lnlx2 + 1| — In|x?]) + ¢ = In|x| —Eln(x +1)+c

Priklad 35.

"
f4x3 sec?(xt) dx = duu=_4§cc3dx| = fsec2 udu=tgu+c=tg(x") +c
Priklad 36.

X =1+ x2 -1 lu
dx = |4 —du==|uz2du= +c=+1+x%2+¢c
V1 + x2 du = 2x dx f f

Priklad 37. Slozité¢ vypadajici integrand, ktery lze hezky upravit.

1—x 1-x)1—-x) 1—x 1 x
f dx = dx = dx — dx
12" A+0(-2) VI VI VI
_|u=1-x*
du = —2x dx

| = arcsinx+c+Jidu = arcsinx + Vu + ¢
2\u

= arcsinx ++1—x%2+¢

Piiklad 38.

2

x2 —_ 3 10 1 1 1 1u3
ey =[xt =—f—d - f Tdu =+
jmx du=3vaxl 3] TN 33 C

V(3 +10)% +¢
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Priklad 39.

u=x+4
fo\/x+4dx= du = dx =f(u—4)2\/ﬂdu=f(u2—8u+16)\/ﬂdu

x=u—4%
7 5 3

5 3 1 u2 u2 u2

= | (uz2—-8uz+16u2)du =——-8—+ 16— +c

7 5 3
2 2 2

Va7 - [ 05 S e

Piiklad 40.
u=x%+3
du = 2x dx 1
fx3\/x2+3dx=fxx2 x% +3dx = 1 =fx(u—3)\/a—du
dx = —du 2x
2x
x?=u-3
5 3
1 3\/_d—1 %3%d_1u2 3 uz2
—Ef(u— Wu u—zf(u — 3u2) u=s- ?_E ?+c
2 2

=%\/E—\/$+c=%\/(x2+3)5—\/(x2+3)3+c

Priklad 41. Béhem integrace per partes musime pouzit substituci.

| D I
fsm (E) dx = flx‘z sin(x™ 1) dx = |+ L N ox72sin(x™Y)
x3 X X
- —x7%2 > cos(x™)
Pozndmka: [ x 2 sin(x"1) dx = | u=x" | = — [sinudu = cos(x™!) + c.
' du = —x"2dx
1 1 — -1 1 1
= _cos (;) + f x"2cos(x Hdx = |duu:_—39€c‘2dx| = _cos (;) — f cosu du
1 /1 1 1 1
= —CO0S (—) —sinu + ¢ = —cos (—) —sin (—) +c
x x X X X
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4.8.2 Substituce za goniometrickou funkci

Pokud mame integrand ve tvaru gon'(x)f(gon(x)), pak provedeme substituci za
danou goniometrickou funkci gon(x). Pfi feSeni téchto piikladi budeme hojné vyuzivat tii
zakladnich vztaht mezi goniometrickymi funkcemi:

sin®?x + cos?x =1, tg?x + 1 =sec?x, cotg?x + 1 = csc? x.

Vzdy se budeme snazit upravit integrand tak, aby v ném byl bud’ pouze sinus a kosinus

nebo tangens a sekans nebo kotangens a kosekans.

4.8.2.1 Integral se sinem a kosinem

Pouzivame substituce:

. U = COSX
fsmxf(cosx)dx = |du _ —sinxdx| = —ff(u)du,

fcosxf(sinx)dxz |d U= sinx |=ff(u)du.

U = cosxdx

Priklad 42. Substituce za sinus.

3

3 _ 2 _| u=sinx |_ 2 Y
]cos xdx—]cosx(l sin“ x) dx |du=cosxdx| J(l u)du=u 3+c

) 1 .
=smx—§sm X+c

Priklad 43. Substituce za kosinus.

3
T[ =
T — e 1 uz
jsinx /cosx+§dx= u cosx+2 =—J\/ﬂdu=—ju2du=—?
du = —sinx dx 5
2 T\ 3
=—§ (cosx+E) +c
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Piiklad 44. Integral funkce tangens.

sinx = 1 1
tgx dx = dx = u_ cosx |=— —du=—1n|u|+c=ln|—|+c
Cos X du = —sinx dx u u

= —In|cos x| + ¢ = In|secx| + ¢
Piiklad 45. Trochu slozit&j$i integral se substituci za kosinus.

sin x

ftgxln(cosx) dx = f
Cos X

U = CcoS X | Inu

In(cos x) dx = |du — —sinaxdax —du

V integrandu je vyraz In(cos x), defini¢ni obor integrandu jsou tedy pouze ta x, pro
které je kosinus kladny, tj. x € {(="/, + 2km, ™/, + 2km)|k € R}. A pro tato x plati

rovnost: In|u| = In u. TakZe per partes mtizeme provést takto:

D

I
Inu 1 \ 1 Inu
_de”: oo u = —lnz(u)+f7du.

- == - InJy|
u

In Inu 1
= Zf—du = —In?(u) = — f—du = ——lnz(cosx)+c

1
= J tgx In(cos x) dx = —Elnz(cosx) +c

Piiklad 45. Jiné feSeni pomoci jiné substituce.

u = In(cos x)
—sinx

1
—Judu = —Elnz(cosx) +c

jtgxln(cosx) dx p

u= dx = —tgxdx -

COS X

4.8.2.2 Integrél s tangens a sekans

PouzZivame substituce:

u=tgx
= sec® x dx

fseczxf(tgx) dx = |du | = ff(u) du,

U =secx
J-secxtgxf(secx)dxz du:secxtgxdx| =ff(u)du.
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Piiklad 46. Substituce za tangens.

3
4 _ 2 2 _ u=1tgx :f 2 _v
fsec x dx fsec x(tgcx+1)dx du=sec2xdx| (u*+1)du 3 +u+c

1 3
=tgx+otgiate
P¥iklad 47. Uprava pomoci goniometrickych vzorcti nemusi vzdy fungovat.
fsec3xdx = fsecx(tgzx + 1) dx = f secx (sec’x—1+1)dx = fsec?‘xdx

Kdyz jsme se pokusili vyraz upravit, tak jsme se nikam nedostali, takze zkusime jinou

metodu. Pouzijeme vysledek z Piikladu 53:

fsecxdx = In|secx + tg x| + c.

D 1
+ sec x N osec?x

fsec3xdx=
— secxtgx -  tgx

= secxtgx—fsecxtgzxdx

=secxtgx — f secx (sec?x — 1) dx

secxtgx—Jsec3xdx+fsecxdx

= secxtgx—Jsec3xdx+ln|secx+tgx| +c
= Zfsec3xdx =secxtgx +In|secx +tgx| + ¢4

1 1
= f sec3xdx = Esecxtgx—l—zlnlsecx-l— tgx| +c
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Priklad 48. V tomto piikladu pouzijeme vysledek z Piikladu 44:
ftgx dx = In|secx| + c.

u=tgx

3 — 2 — = 2 - =
ftg xdx—ftgx(sec x—1)dx ftgxsec x dx ftgxdx |du:sec2xdx

2
u 1
= fudu —In|secx| + ¢ = -~ In|secx| + ¢ = Etgzx —In|secx| + ¢

Priklad 49. Substituce za sekans.

4

U =secx 3 u
|= u du=7+c

fsec‘*xtgxdx:fsec3xsecxtgxdx= du = secx tgx dx

1 iy
=—=Sec ' xrc¢
4

Priklad 49. Jiné feSeni pomoci substituce za tangens:

=t
fsec‘*xtgxdx = f(tg2x+ 1 sec?xtgxdx = duisec%);dx| = J‘(u2 + Dudu
—j *+u)d —u4+u2+ —ligtx g+
= | (u u)u—4 2c—4gx2gxc

1 1 o . y
Funkce isec4 xa ;tg2 x + Ztg4 x se lisi o n&jakou konstantu, konkrétng o 1/ 4 takze

jsou primitivni ke stejné funkci.

4.8.2.3 Integral s kotangens a kosekans
Princip je stejny jako u integralti s tangens a sekans. Pouzivame substituce:

u = cotgx
= —csc?xdx

jcsczxf(cotgx) dx = |du | = —Jf(u) du,

U =cscx
fcscxcotgxf(cscx) dx = |du _ —cscxcotgxdx| = —ff(u) du.
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Priklad 50. Substituce za kosekans.

4 3 U = cscx 3
csc* x cotgx dx = | csc® x cscx cotgx dx = du=—cscxcotgxdx| =—|udu
u4+ Lesctxt
=——+c=——csc"x+c
4 4

Piiklad 51. Substituce za kotangens.

cotgx

e u = cotgx

f—zdx = f csc? x e®®¥ dx = % | =— f edu = —e°8x 4 ¢
1 —cos?x du = —csc“ xdx

4.8.2.4 Substituce za soucet goniometrickych funkci

Neékdy mize byt uziteéné substituovat za soucet goniometrickych funkei.

Priklad 52. Substituce za soucet funkci sinus a kosinus.

1 sinx )
jl_tgxdx=J —mdxzjcosx—smx v U =cosx +sinx
1+tgx 1+sinx cosx + sinx du=(—sinx+cosx)dx
Cosx

1
= f—du = In|cosx + sinx| + ¢
u

Priklad 53. Integral funkce sekans. Po rozsifeni zlomku muzeme substituovat za soucet

funkci sekans a tangens.

u=secx +tgx

secx (secx +tgx !
secx +tgx du = secx (secx + tgx) dx "

= In|u| + c = In|secx + tgx| + ¢

Priklad 54. Integral funkce kosekans. Po rozsifeni zlomku miZeme substituovat za soucet

funkci kosekans a kotangens.

u = cscx + cotgx
cscx (cscx + cotgx) )
cscxdx = oot dx = |du = (—cscx cotg x + —csc” x) dx
cscx T cotgx du = —cscx (cscx + cotgx) dx

1
= _fﬂdu = —In|u| + ¢ = —In|cscx + cotg x| + ¢
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4.8.2.5 Libovolny integral v ramci goniometrickych funkci

Pokud mame libovolny integrand v ramci funkci sinus a kosinus, pak muzeme pouzit

substituci:

e

Vyrazy ziskané pouzitim této substituce vétSinou vyzaduji rozklad na parcialni zlomky,
ktery budeme probirat az v oddile ,,Integrace racionalni funkce*. Proto je tento druh substituce

podrobné popsany az v oddilu ,,Racionalizace integralu®.

4.8.3 Substituce za hyperbolickou funkci

Hyperbolické funkce se chovaji podobn¢ jako goniometrické, takze jejich substituce je
také velmi podobna. Pokud mame integrand ve tvaru hyp'(x)f (hyp(x)), pak provedeme
substituci za danou hyperbolickou funkci hyp(x). Stejné jako u substituce za goniometrickou

funkci budeme hojné vyuzivat téchto tfi zakladnich vztaht:
sinh? x + 1 = cosh? x, sech? x + tanh?x = 1, csch? x + 1 = coth? x.

A opét se budeme snazit upravit integrand tak, aby v ném byl bud” pouze hyperbolicky
sinus a kosinus nebo tangens a sekans nebo kotangens a kosekans. P#i feSeni integralt

s hyperbolickymi funkcemi mazeme jesté navic vyuzit jejich definic.

PouZivame substituce:

fexf(ex) dx = |d u:eexxdx| _ Jf(u) du,

u

. | u=coshx | _
fsmhxf(coshx) dx = du=sinhxdx| = ff(u) du,

. _ | u=sinhx | _
Jcoshxf(smhx) dx = du = coshxdx| = jf(u) du,

2 _| u=tanhx |_ f
f sech” x f(tanh x) dx du = sech? x dx| f(uw) du,

_ u = sechx _
jsechxtanhxf(sech x)dx = du = — sechxtanhxdx| = ff(u) du,
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2 _ u = cothx _ _f
J. csch” x f(cothx) dx |du — _ csch? x dx| f(uw)du,

f cschx cothx f(cschx) dx = |du _ —ucjc(}:lsa(c:}éc})cthxdx| = — f f(u)du.

Piiklad 55. Substituce za hyperbolicky sinus.

f e —f 1 4 _fcoshx _f coshx _ | u=sinhx |_
SEAXEX= | oshx ™ T ) coshzx T | sin2x + 1 ldu = coshxdxl ~

1
= juz 1 du = arctgu + ¢ = arctg(sinh x) + ¢

Priklad 55. Jiné feSeni pomoci substituce za exponencialni funkci.

f hd—f 2 d_f Zexd—lu:ex|—f2d
SEMXIE= | o e T ez 41 Tldu=erdel = ) 2+ 1™
= 2arctgu + ¢ = 2arctg(e*) + ¢

Kdyz jsme zvolili jinou metodu feSeni, tak jsme dostali jiny vysledek, to ale neznamena
7e jsme udélali chybu. Jen to znamena, ze funkce 2 arctg(e*) a arctg(sinh x) maji stejnou

derivaci, takze jsou primitivni ke stejné funkci a lisi se o n¢jakou konstantu, konkrétné o 7T/Z.

Ptiklad 56. Pouziti Osbornova pravidla.
f sinh? x dx
Osbornovo pravidlo:
1 1
sin?x = 5 (1 — cos(2x)) = —sinh?x = 5 (1 — cosh(2x)).
Takze:

1 1 1
j sinh? x dx = Ef(cosh(Zx) —1)dx = Zsinh(Zx) —5x +c.
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Priklad 57.

J‘sinh3 xdx = fsinhz x sinhx dx = f(coshz x—1Dsinhxdx=|,%~ C.Oth
du = sinhx dx

3

u 1
=f(uz—1)du=?—u+c=§cosh3x—coshx+c

Priklad 58. Na konci feSeni vyuzijeme skutecnosti, ze funkce cosh(x) je vzdy kladna.

_ sinh x _ u = cosh x _ 1 _
jtanhxdx _fcoshxdx = gy = sinhxdx| = j;du = In|coshx| + ¢

= In(coshx) + ¢

4.8.4 Integral inverzni funkce

Véta 13. Necht je funkce f~1(x) spojita na intervalu J € R a je inverzni k funkci f a necht

je funkce F primitivni k f. Potom pro vsechna x € ] plati:

[r@ar=xr1- (@) +e.

Diikaz: Tvrzeni muzeme dokazat derivovanim pravé strany rovnosti.

d

d -1 F -1 — -1 -1 -1 d -1
—(f L0 = F(F1(0) +¢) = £ + 2 7100 = F(FH0) - )

d d
= O+ X f T X f N = £

Jiny diikaz: Tvrzeni miZeme dokazat substituci za f~1(x).
D I
u=f"1(x) '
[rrwac=| x=f@ | = [wwa=|"T o L0
dx = f'(u)du + 0 - Fu)
=uf(u)—Fw)+c=xf"1(x) - F(f‘l(x)) +c

Piiklad 59. Integral funkce arkus kosinus.

f~1(x) = arccos x
f arccosxdx = | f(x) =cosx = xarccos x — sin(arccos x) + ¢
F(x) = sinx
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Vysledek zjednodusime pomoci pravouhlého trojuhelniku. Arkus kosinus je totiz thel.
Kosinus je v pravouhlém trojuhelniku pomér piilehlé strany a piepony a sinus protilehlé a
pfepony. A toho mizeme vyuzit.

x  prilehla )
= x == =———— = protilehld = {1% — x2
cos(arccosx) = x 1~ prepona protilehla X

protilehla V12 — x? \/ﬁ
_ —J1—x

sin(arccosx) = — =
prepona 1

= xarccosx —y1—x2+c¢
Priklad 22. Jiné feSeni pomoci Véty 13.

f~Y(x) =sinh™1x
j sinh™*xdx =| f(x) =sinhx |=xsinh™!x— cosh(sinh™1x) +c=
F(x) = coshx

Zjednodusime vyraz cosh(sinh™ x):

cosh(sinh 1 x) = %(el“(““xz’fl) + e‘ln(x‘“”‘zﬁ)) (x +Vx2+1

1
+—)
x+Vx?+1
x—vVx?+1
x%—(x2+1)

1
=—<x+ x2+1+

1
2
1
2 2

)= (x+ x2+1-x+ x2+1)
=+x2+1.
Vysledek po zjednoduseni:
=xsinh1x—x2+1+c
4.8.5 Ostatni substituce

Priklad 60. Substituce za arkus sinus.

Uu = arcsinx

arcsinxd 1 f d u2+ 1arcsin2x+C
—dx = _ =|ludu=—+c=2
’_1—)(2 du_—mdx 2 2
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Piiklad 61. Substituce za arkus tangens.

u = arctgx
arctg x 1 ”
dx = 1 = | udu = zarctg°x+ ¢
1+ x? du = dx 2
14 x2

Priklad 62. Po upravé mizeme substituovat za exponencialni funkci. Na konci vyuZzijeme

faktu, ze vyraz 1 + e* je vzdy kladny.

f 1 p —f1+ex_exd —f1+exd f e~ dx = u=ex |
T+exr ™ T+ter F7 J1+e™ T+ex ™ " ldu = e¥dx

1
=x—f du=x—In|ll+ul+c=x—-In(1+e€*)+c
1+u

Priklad 63. Substituce za pfirozeny logaritmus. V tomto piikladu pouzijeme vysledek z

Pfikladu 65:

1 1
f\/l — x2dx =§arcsinx+—x\/1 —x%+c.

2

J1T—In%(x u=lInx 1 1
f—“d = 1 =f\/l—uzdu=—arcsinu+—u\/1—u2+c
X duzgdx 2 2

1 1
= Earcsin(ln x) + Eln(x) Vv1—-In2(x)+c

Piiklad 64. Slozitéjsi piiklad s dvojnasobnou substituci.

1

:f;du:f COSZU, du
1+ sin?u 1 + sin? u

cos?u  cos?u

f sec?u J f sec’u 4 | w=tgu
= | ——— du= u=
sec?u +tg?u tg?u+1+tg%u dw = sec’udu

u=Inx

1
_ 1
fx(l Fsin2(nay) X = |du = —dx

f ! d J ! d ! tg(vV2w) +
= | ———dw= | ————dw = —=arctg(VZw) + ¢
2w?2 +1 (\/fw)2+1 V2

= garctg(\/i tgu) +c = \/Z—Earctg(\/f tg(lnx)) + ¢
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4.9 Integrace metodou substituce nové funkce

Véta 14. Necht je funkce f spojita na intervalu J € R a funkce ¢ ma spojitou derivaci na

intervalu J; c J, pricemz ¢ (J;) < J. Potom pro vSechna 6 € ], plati:

[ reax = [ r(a@)¢'@do.
Diikaz: Tvrzeni dokazeme substituci x = ¢(8),0 € J;:

[ o], p9 |- s

vvvvvv

odmocninou a cilem této substituce je dostat novy integrand bez odmocniny.

4.9.1 Trigonometrické substituce

Témto substitucim se také n€kdy fika goniometrické. Béhem téchto substituci budeme

vyuzivat zékladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:
sin® x + cos?x = 1, tg?x + 1 =sec?x, cotg?x + 1 = csc? x.

Vétsinu uloh mizeme rozdélit do tii kategorii podle vyrazu, ktery se objevuje v
integrandu. Strategie pro jejich feSeni jsou popsané v tabulce nize. V fadku tabulky je nejdiiv
vyraz v integrandu, pak substituce, kterou provedeme, pak derivace této substituce, a nakonec

goniometricka identita, kterou budeme pouzivat pro zjednoduseni nového integrandu.

Vyraz Substituce Derivace Vzorec

aZ — x2 X = asin 6 dx = acos6df 1 —sin?6 = cos? 0
N x=atgh dx = asec?0db tg?0 + 1 = sec? 6

Y2 — g2 x = asecH dx = asecOtgfdh | sec’d—1=1tg?0

3L srov. Substitu¢ni metoda. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2021-12-18]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Substitu%C4%8Dn%C3%AD_metoda_(integrov%C3%A1n%C3%AD)
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Pro kazdou z téchto tfi substituci existuje alternativni substituce, viz tabulka nize.

Vyraz Substituce Derivace Vzorec

a2 — x2 x = acosf dx = —asin6 do 1 —cos?6 =sin? 0
Jx? + a2 x = acotgf dx = —acsc?0db cotg?d + 1 = csc? 6

X2 — g2 x =acsch dx = —acsc@ cotg6 do csc?29 — 1 = cotg? @

4.9.1.1 Substituce funkce sinus

Vsechny integraly, které 1ze vyiesit substituci funkce sinus lze vyfesit i substituci funkce

kosinus.

Priklad 65. K vraceni se ze substituce vyuzivame goniometrickych identit.

fxll—xzdxz |d x=sinb =f\/1—sin26?cost9d9=fcoszt9d9

x = cosfdb

1 1 1
=§J(1 + cos(26)) do —§<0 +551n(29)) +c —59 +zsm0c059 +c

6 = arcsinx 1 1
= sinf = x = zarcsinx + o x 1-x2+c¢

c056?=\/1—sin20=\/1—x2

f’__ldx_f/ dx_l x = asin? @
dx =a- ZSmecostH

a—asin? @
f —— ———2asinfBcosfdo = Zaf sm9c059d9
asin? @

= ZaJ cos?>0do = ZaJ (14 cos(26))d6 = a (9 + —51n(29)> +c

X X X

Sinzez—:sinezJ::Qzarcsin<\/:>

a a a

a x a—x
cosH=\/1—51n29=JE—E=J -
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covenl ) L

4.9.1.2 Substituce funkce tangens

x
+c-aarc51n<\/7>+ x(a—x)+c

Vsechny integraly, které lze vyftesit substituci funkce tangens lze vyfesit 1 substituci

funkce kotangens.

Piiklad 67. Pti feSeni této ulohy pouzijeme vlastnosti pravouhlého trojuhelniku abychom se

vrétili ze substituce.

= 5sec? 6 5 sec? 0
j > 4=, ist;tgz'i)svda=j 3d9=¥f 5 do
(x% + 25) x = 5sec (25(tg? 6 + 1))? (sec? 0)z
_ L[5l 6d6 = —sin6 +
~25) sec3 0 25) < Zgsimo+c
te g = X protilehla LohlA
_| Y757 pRilehia  sing = ProteMa_ X
repona V2
PV: ptepona = +/x? + 25 prep X4+ 25
X
=—————+c¢
25vVx% + 25
Piiklad 68. Nestandardni vyuziti goniometrické substituce.
[~ x2(x3)? em|, Xm0
(x6 + 1)2 ((x3)% + 1)2 3x%dx = sec? 0 db
_ J‘ tg 0 0do = 1j‘tg 6 sec? 9d9—1ft29 29 do
(tg? 06 + 1)? sect 3 sec* 6 3 & v Cos
—1J '26d6—1f1(1 (26))d9—19 1 1'(29)+
=3 sin =313 cos =z z 2sm c
8 x3  protilehla 0 3
1 1 g0 =—=——7—77, SInv =
=€9—gsin9c059+c= 1 pfilehla “x61+1
PV:prepona =+x°+1 cosf =
prep Vx6 +1
— 1 t ( 3) x3 +
T Y T €
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Priklad 69. V tomto piikladu pouzijeme vysledek z Piikladu 25:

1 n-—2
n — n-—-2 n-—2
J.sec (x)dx = — tg(x) sec"%(x) + — f sec" %(x) dx.

fxzx/x2+3dx= x=V3tg0 ‘=f3tg29\/3tg29+3\/§sec29d9
dx = V3 sec? 6 df

=9ftg29\/tg26+1sec20d0=9ftg295ec39d9

=9f(sec29—1)sec30d0=9<jseCSBdH—Jsec30d0>

1 3
=9(Ztg05ec39+Zfsec39d0—fsec30d9>
9
=Z<tg95ec39—jsec30d6>

—9<t9 30 1t9 0 1] Bde)
= (t8fsec 5180 sec 5 | sec

PouZijeme vysledek z Piikladu 53: [ sec x dx = In|secx + tg x| + c.
9 9 9
= Ztg@ sec3 9 — gtge sec — glnlsece +tgl| + ¢,

A nyni se potifebujeme vratit zpét ze substituce. Opét pouzijeme trik s pravouhlym
trojahelnikem.
x rotilehla
tgo =—=pv,—, 1 prepona Vx? + 3
= V3 prilehla  secH = = =
cos@ prilehla \3
PV: ptepona = +/x? + 3

9 x Vx24+3 x*243 9 x Vx2+43 91 \/x2+3+x N
—_— e  — . __-_l—__n— — C
4 \3 3 3 843 3 8 | v3 v3

= %x\/xz + 3(x? + 3) —gx\/xz +3 —g(ln |x +Vx2 + 3| —ln|\/§|) +¢;
1 9 9
=§x\/x2+3[2(x2+3)—3]—§ln(x+ x2+?>)+§ln\/§+c1

=%(x(2x2 +3)v/x2+3 —9ln(x+ x2 +3)) + ¢,
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Kdybychom ten pfirozeny logaritmus neupravili, tak bychom dostali:

| <\/x2+3+x> | x x2
n =In
V3 V3

x
—+ |+ 1] =sinh™* (—)
NRE 7

Dalsi feseni tedy je:

= %(x(sz +3)y/x2 + 3 — 9sinh? (%)) + ¢;.

Zkouska derivaci primitivni funkce: Ukazeme, ze plati rovnost:

d1 X
— 2 2 - sah—1 (22 = 4 2./42
dx8<x(2x + 3)v/x? + 3 — 9sinh (\/§>> x“x%?+3

d X
—_ 2 2 _ : -1({__ — 2 2
K = I (x(Zx + 3)v/x% + 3 — 9sinh (\/5)) = 8x°yx% + 3.

d d X
= — 2 2 —_— i L
K dxx(Zx +3)vVx%+3 dx9smh (\/§)

d 2x
ax(sz +3)Vx2 +3 = (2x% + 3)vVx2 + 3 + x(4x)Vx? + 3 + x(2x* + 3) ———

2Vx?% + 3
X2
=4x2\/x2+3+(2x2+3)< x2+4+3+ >

Vx2 +3
2 2
x“+3+x
=4x*\x?2+3+ (x* +x* +3)———= |Sub:a=\/x2+3|
VxZ+3
X (a? + x?)? " a* + 2a’x? 4+ x* a’?=x*>+3
=4xa+T=4xa+ " = x’=a*-3
x*=a*—6a*+9

X 2a* + 2a*x? —6a*>+9 " s 5 9
=4x“a + a =4x“a + 2a° + 2ax —6a+a

9 9 9
=6x2a+2a(x2+3)—6a+a=6x2a+2ax2+a=8x2a+a

d 9
—95sinh =

_1(x)_9 1 1 9 1
dx V3 /x2+1\/§ /x2+3\/§ Vx2+3 a
3 3
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9 9
K = 8x2a to— o= 8x%a = 8x%/x% +3
Pti feSeni jsme tedy neudélali Zadnou chybu.

4.9.1.3 Substituce funkce sekans

Vsechny integraly, které lze vyfesit substituci funkce sekans lze vyiesit i substituci

funkce kosekans

Priklad 70.

1 x = 2secf J 2secOtgb th@

——dx = = dg = | ——do
-[x X2 — 4 dx = 2sectgfdfb 2sec+[4(sec26 — 1) 2tgf
2 . p 2
1 X =—— COS = - 1 2
=§9= cos® 5 x =Earccos<—>+c
0=arccos<;)

4.9.2 Hyperbolické substituce

Integraly fesitelné goniometrickou substituci l1ze vyfesit i odpovidajici hyperbolickou

substituci. Nékdy miize byt lepsi volbou goniometrickd, nékdy hyperbolicka substituce.
Pti téchto substituci budeme vyuzivat zékladni vztahy mezi hyperbolickymi funkcemi:
sinh? x + 1 = cosh? x, sech? x + tanh?x = 1, csch? x + 1 = coth? x.

Podobné jako u goniometrickych substituci mizeme vétSinu tloh rozdélit do tii

kategorii. Strategie pro jejich feSeni jsou popsané v tabulce nize.

Vyraz Substituce Derivace Vzorec
Jaz —x? x = atanh@ dx = asech?9dé 1 — tanh? = sech? 9
JaEa? x = asinh@ dx = acosh8df sinh? x + 1 = cosh? x
Y2 — a2 x = acosh @ dx = asinh 6 d6 cosh? x — 1 = sinh? x
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Stejné jako u goniometrickych funkci vzdy existuje alternativni substituce, ktera mize,

ale nemusi byt lepsi volbou.

Vyraz Substituce Derivace Vzorec

a? — x2 x = asech® dx = —asechftanh8d6 | 1—sech?6 = tanh? 0

/xz + a2 x =acschd dx = —acsch 0 coth 6 do csch? x + 1 = coth? x

Y2 — g2 X =acothf dx = —acsch? 6 do coth? x — 1 = csch? x

4.9.2.1 Substituce funkce hyperbolicky tangens

Vsechny integraly, které 1ze vytesit substituci funkce hyperbolicky tangens Ize vyiesit

i substituci funkce hyperbolicky sekans.

Piiklad 71. Substituce funkce hyperbolicky sekans.

]'1_x2d =|, _ *=sechd - J‘l_seChzg h 6 tanh 8 d6
X = dx = —sech@tanh 6 do! — sech 6 Sec an

=—ftanh29d6=—f(l—sechZG)dH=—9+tanh9+c

1
— h—1 — h—l (_) 1
_ 6 = sech™ (x) = cos x =+/1—2x2 — cosh™! (;) +c

tanh 0 =\/1—sech26?=\/1—x2
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4.9.2.2 Substituce funkce hyperbolicky sinus

VSechny integraly, které lze vyieSit substituci funkce hyperbolicky sinus lze vytesit i

substituci funkce hyperbolicky kosekans.

Priklad 72.
VxZ +4 - 2qi 4(sinh?20 + 1
f dx=] * 2sinhg | _ [J4Gin ) 5 cosh 8 d6
x2 dx = 2cosh 0 do 4sinh2 0
—jZCOShez hede—f th20d0—f1+ h? x) do
= ] Zsinnze ©°° =) = | (1 +csch®x)
: _x w1 (X
51nh9—2:>9—51nh (2)
o1 4
=60 —cothf +c¢ = S X = Snhz e x2
x2 4 VxZ+4
cothd =+/1+ csch?x = x_2+x_2= "
—sinh‘l(f)— x2+4+c
B 2 X 1

Kdyz upravime sinh™? (g) tak dostaneme:

2

sinh‘l(—)=ln §+ XI+1 =ln(x+ x2+4)—1n2.

Dalsi feSeni tedy je:

x2 +4

=ln(x+ x2+4)— + ;.
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Piiklad 69. Jiné feSeni pomoci substituce hyperbolického sinu.

fxzx/x2+3dx=| x =V3sinh o |=f3sinh26h/3sinh29+3\/§cosh9d9

dx = V3 cosh 0 do

—x)Z (ex + e—x)z d

(e*—e
=9 inh? h? =9f
fsm 0 cosh“ 08 dob 2 2

0
= if(ezx —e 2)2de = if(e‘“‘ —2+e*)do
16 16

—9f( 2)d9+9fe4x+e_4xd9— 9fd9+9f h(46) d6
~ 16 8 2 -3 g)

_ 9(9 Lsi h(49))+ —1(9 inh(46) 99)+
= 8 451n Cc = 8 451n C

K vraceni se ze substituce vyuzijeme Osbornovo pravidlo.

inh6 =——= 0 'h‘1<x)

sinh§ = — = sin —
V3 V3

sin(460) = 2sin(260) cos(26) = 4sin @ cos 6 (2cos? 6 — 1)

= sinh(40) = 4 sinh 0 cosh 8 (2 cosh? § — 1)

- x> 3 Vx?+4+3
coshf =+/sinh?x+1= |—+==
3737 3
_h(40)_4x x2+3(2(x*+3) 3\ 4 7324 4 3)
sin RN 3 3 —9x\/x X

= %(xm(zxz +3) — 9sinh™! (%)) +c
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4.9.2.3 Substituce funkce hyperbolicky kosinus

Vsechny integraly, které 1ze vyftesit substituci funkce hyperbolicky kosinus lze vytesit

i substituci funkce hyperbolicky kotangens.

Priklad 73. V tomto pirikladu vyuzijeme vysledek z Piikladu 56:

1 1
f sinh? x dx = Zsinh(Zx) —zxtc

j\/xz —a’dx = |dx=acosh9 =j\/a2(cosh2x—1)asinh9d9

x = asinh 6 do

2 2

2 : 2 1. 1 a- a
=a fsmh 0 do = a? (—51nh(29)——0)+c:_Smh(zg)__9+c
4 2 4 2
x x
coshf === 0 = cosh™?! (_)
a a

x2 a2 X2 — a2
= sinh® =+/cosh?2x —1 = S-S =—
a a a

x 2
sinh(26) = 2sinh 8 cosh 0 = ZT-E = a—x\/x2 — a?

1 1 s
= -x\x% — a? —Eaz cosh I(E) +cq

2

Kdyz upravime cosh™? (g) tak dostaneme:

X x x2
-1(Z2) = —_ —_— = 2 _qg2)—
cosh (a) In + 1 In (x+ X a ) Ina.
Dalsi feSeni tedy je:

zlx/xz_az_%azln(x+ xz—a2)+c2.

2
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4.10 Integrace racionalni funkce

V tomto oddilu jsem vychazel pievazné z kurzu Calculus 2, ktery je dostupny na webu

Blackpenredpen®? a ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.®

Racionalni funkce je podil dvou polynomui, jde tedy o integrély ve tvaru

Pr(x)
Qn(x)

dx,

kde B,,(x) je polynom m-tého stupné a Q,,(x) je polynom n-tého stupné.

Pokud je B, (x) polynom vyssiho nebo stejného stupné jako Q,,(x), tak miizeme provést

déleni polynomu polynomem a dostaneme:

Pu(x) G,(x)
0.0 Ry_n(x) + 0.0’ kde t < n.

Pokud je B, (x) polynom nizsiho stupné neZz Q,(x), tak tento podil rozloZzime na
takzvané parcialni zlomky, tj. zZlomky, jejichz soucet je roven tomuto podilu. Prvnim krokem
je rozlozit jmenovatel na soucin nerozlozitelnych Cinitel. V oboru redlnych cisel jsou
nerozlozitelné pouze polynomy prvniho stupné a polynomy druhého stupné se zapornym
diskriminantem. Polynomy vys§iho stupné, nez dva se vzdy daji rozlozit. Polynomy lichého
stupné maji vzdy alespon jeden realny kotfen a polynomy sudého stupné bez realnych koteni

vzdy lze rozlozit na sou¢in dvou nelinearnich polynomd.

VeétSinu integral racionalnich funkci je nejefektivnéjsi fesit rozkladem na parcidlni

zlomky, ale ne vSechny. Vyjimka jsou napiiklad integraly ve tvaru:

[
x + x™ x

Tyto integraly samoziejmé lze vyteSit rozkladem na parcidlni zlomky, ale mnohem

v

efektivnéj$i je pouzit substituci.

32 Calculus 2. Blackpenredpen [online]. [cit. 2021-12-17]. Dostupné z:
https://www.blackpenredpen.com/calc2

33 Integrace racionalnich funkci. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-01-02]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Integrace_racion%C3%A11n%C3%ADch_funkc%C3%AD
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f 1 d _f n dx = u :x_n+1 ‘_ 1 J 1 d
x + x" = x 1 41 x= du=(1-n)x"dxl 1-n)u+1 u
1 1 x" 1
_ —n+1 _
=7 _nlnlx iy = _n—lln por +x"‘1
1
=— (In|1 + x™ 1| —In|x™1|) = In|x| — In|x™ 1 + 1|
n—1 n—1
4.10.1 Tabulkové integraly racionalnich funkci
Priklad 74.
1 1
f dx =—Inlax+ b| + ¢
ax +b a
Priklad 75.
X —ax2+b 1 r1 1
d — u ax + — _j_d =_1 2 b
_[ax2+b x | du = 2ax | 2a) u u 2a n|ax + |+c
Priklad 76.
1 x=atgh asec? 0 1 1 x
———d =| =f—d0=—9=— tg(=) +
fx2+ct2 *= lax = asec2 9 do a?(tg20 + 1) a aarcg(a) ¢

4.10.2 Rozklad na parcialni zlomky

4.10.2.1 Ruzni linearni ¢initelé

Pokud je mozné jmenovatel raciondlni funkce rozlozit na soucin n riznych linedrnich

Ciniteld, pak je jej mozné rozlozit na parcialni zlomky takto:

P(x) A + Ay R Ap
(a;x + by)(ayx + by) - (apx + b,)  ayx+b; a,x+b, a,x + b,

Spocitat konstanty A;, A,, ... A, je velmi snadné. Napt. konstantu A; bychom ur¢ili
takto:

P(x) a;x + by a;x + by
A +A,— s, =1
(azx + by) -+ (apx + by) a,x + b, a,x + b,

Pokud za x dosadime hodnotu — b, /a4, tak bude vyraz a,x + b, roven nule, tedy:
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P(x) by

- (a,x + by) - (a,x + b,) cx= a,

Ay

Integraly téchto raciondlnich funkci je tedy mozné pievést na soucet integrala ve tvaru:

1 1
f dx = —In|ax + b| + c.
ax+b a

Priklad 77.

fﬁdx:f(x—a)l(x+a)dx

Provedeme rozklad na parciélni zlomky:

a1t 1 1 1
1 _. 4 n B _ e T aT 2a __2a _ _2a
x—a)(x+a) x—a x+a 1 1 x—a x+a
x=-—aB= = ——
' —-a—a 2a

Takze tento integral miiZzeme rozloZit na soucet dvou integralil.

1 1 1 1 _ 1lI | 11| ral+
" 2a x—ax 2a) x+a x—zanx @ Zanx alTre
= (Inlx —al — Inlx + al) + ¢ = 5~ In [ +
_Za n|x a n|x a C_Zanx+a C
Priklad 78.
j8x—17d_ 8x —17 d—fAd+de
X2—5x+4 (x—D(x—-4) )1 x—a™
1a=3"17_3
x =1: = =
_ 1—4 _ (.3
432717 _fx—1dx+fx—4dx
X=EREETTT T

=3Injlx—1|+5In|x—4|+¢
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4.10.2.2 Ruzni kvadraticti ¢initelé

Pokud je mozné jmenovatel racionalni funkce rozlozit na soucin n riznych
kvadratickych ¢initelti bez realnych koifent, pak je jej mozné rozlozit na parcialni zlomky

takto:

P(x) . Aix+B Ap,x + B,
(a1x?2 + byx +¢y) - (apx? + bpyx +c¢,) a;x? +byx+c¢, apx? + byx + ¢,

Konstanty Ay, Bi,...A,, B, spocitame tak, Ze ob¢ strany rovnosti vynasobime

polynomem ve jmenovateli a porovname koeficienty u riznych mocnin proménné x.
Integraly téchto racionalnich funkci je tedy mozné prevést na soucet integrald ve tvaru:

Ax + B
f dx.

ax?+bx+c

Integrél tohoto tvaru muzeme vytesit napiiklad tak, Ze v jmenovateli doplnime na uplny
¢tverec, provedeme substituci za odmocninu tohoto ¢tverce a na$ noveé vznikly integral

rozdélime na soucet dvou tabulkovych integrali:

Mu+ N 1
fu2+R2 Mf du-l—medu.

Tato substituce je linearni, takze ji mtizeme snadno preskocit.

Priklad 79. Kvadraticky polynom x? + 6x + 13 nema realné koteny.

6x + 14 6x + 14 6x +18—-18+ 14
j —J x=J dx

2+6x+137 T ) X2+ 6x+9-9+13 (x+3)2 + 4

_f6(x+3)—4_|u=x+3_6j
) (x+3)2+4 ldu=dx|

1
4| —
e ju2+22dx

= 611n|u2 + 4| — 41arctg( )+c
2 2

x+3
=31n|x2+6x+13|—2arctg< > >+c
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Piiklad 80. Polynomy v ¢itately i jmenovateli jsou oba kvadratické, takze nejdiiv provedeme

déleni polynomu polynomem.

J‘2x2+8x+5 f2x2+8x+26—21 JZ(x2+4x+13)—21
X =

- X2 + 4x + 13 X2 + 4x + 13

X2 +ax+ 13777 x

1 1
=|2dx—-21| ————dx =2 - 21 d
,f x fx2+4x+13 x x+e fx2+4x+4+9 X

1 x+2
= 2x — 21 dx+c=2x—21—arctg<—)+c

1
f(x+2)2+32 3 3

x+2
=2x—7arctg( 3 )-I—c

Piiklad 81.

x—1d_ x—1 dx = 1 dx =
jﬁ—& x‘f@Z—n@2+n x‘]u+1xﬂ+1)x_

Pro vedeme rozklad na parcialni zlomky.

1 A +Bx+C
(x+Dx2+1) x+1 x2+1

Konstantu A uréimevx = —1: A = 1/(1 + 1) = 1/2. Ostatni konstanty uréime takto:
1=Ax?+1)+Bx+0)(x+1)
1=Ax*+A+Bx*+Bx+Cx+C

0x>+0x+1=x?(A+B)+x(B+C)+ (4+ )

1
0=A+B=B=-A=-3

1=4A+C>C=1-A==.

Plvodni zlomek tedy mliZzeme rozloZit na parcialni zlomky.

1 1 1
f 3 +—§x+§ 4 1[( 1 +—x+1>d
= X = — X
x+1 x> +1 2) \x+1 x2+1
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_1[( 1 X 4 1 )d
2 \GF1 241 e+

1 1
= E(lnlx + 1] —Elnlx2 + 1|+ arctanx) +c

1 1, 1
= Eln|x+ 1] —Zln(x +1) +Earctanx+ c

Priklad 82.

4x% —9x 4+ 2

Gt

Jmenovatel se uz zjednodusit neda.

4x%2 —9x + 2 A +Bx+C
(x+3)(x2+4) x+3 x2+4

o, _36%27+42 65 _
XETEAT T Y T 13

Odstranime zlomky a dopocitame konstanty B a C.
4x> —9x +2 =5(x*+4)+ (Bx + C)(x + 3)
—x?—-9x—18=Bx?+x(B+C)+3C

—18=3C = C = —6, -1=B

4x% —9x + 2 p _f( 5 +—x—6>d _f( 5 x 6 )d
(x+3)(x%2+4) SE B VPN SR Al B VPN S R R T R

= 5In|x + 3| —lln(xZ +4) — 3arctg (E) +c
2 2

4.10.2.3 Opakugjici se linearni Cinitel

Pokud se néjaky linearni €initel m-krat opakuje, pak je jej mozné na parcialni zlomky

rozlozit takto:

P(x) A A, A,

(ax + b)™ ax+b+ (ax + b)? o (ax + b)™
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Konstantu A,, ur¢ime v x = — b/a. Ostatni konstanty opét najdeme vynasobenim obou
stran rovnice polynomem ve jmenovateli a naslednym porovnanim koeficienti u rtiznych

mocnin proménné x.
Resime tedy integraly ve tvaru:

f 1 y _f( L h)d _1(ax+b)‘”+1+ B 1 N
(ax + b)" = e S €= a(n—1)(ax + b)n1 “

Priklad 83.

fo—Sd _J‘ 2x—5 J
PENTPR i IV TONTE N

Linearni ¢len x se dvakrat opakuje.

2¢-5 _A B C
x2(x+1) x x2 x+1

—-2-5 =5

=-1:.C =
X 1

Dopocitame konstantu A:
2x—5=A(x%?+x) = 5(x + 1) — 7x?

Tx? +7x =Ax*+Ax=>A=17.

-1

—f(7 > 7)d—71|| sX 7npx+ 1]+
N x x? x+1 x = /7inix 1 nix ¢

5
=7ln|x|—7ln|x+1|+;+c

Priklad 84.
j6x2+31x+45 _f6x2+31x+45 _J6x2+31x+45
x3 + 6x2% + 9x ) x(x2+6x+9) x= x(x + 3)? x
Rozklad na parcialni zlomky:
6’ +31x+45 _A B ¢
x(x+3)2 x x+3 (x+3)7%
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o, g 5493445
x =0: =3z = x=-3:C = = =

Dopocitame konstantu B:
6x% + 31x + 45 = 5(x? + 6x + 9) + B(x? + 3x) — 2x.
Sta¢i ndm porovnat druhé mocniny:

6x?> =5x*+Bx?=>B =1.

5 1 2 2
= (= - =51 1 =
j(x+x+3 (x+3)2>dx 5In|x| + n|x+3|+x+3+c

4.10.2.4 Opakujici se kvadraticky cinitel
Pokud se néjaky nerozlozitelny kvadraticky ¢initel m-krat opakuje, pak je jej mozné na
parcialni zlomky rozlozit takto:

P(x) _ Aix+B A,x + B, . Apx + By,
(ax?2 +bx+c)™ ax?+bx+c (ax?+ bx + c)? (ax? 4+ bx +c)™

Konstanty A;, B, ... A;,, B, 0pét spocitdme tak, Ze ob€ strany rovnosti vynasobime

polynomem ve jmenovateli a porovname koeficienty u riznych mocnin proménné x.

Integraly téchto raciondlnich funkci je tedy mozné prevést na soucet integralli ve tvaru:

j Ax + B d
(ax? + bx + c)* x

Pron = 1 je feSeni popsano vyse. Pron > 1 se feSeni tohoto integralu se 1isi podle toho,
zda je konstanta A rovna nule nebo je nenulova. Zamétime se nejdiiv na situaci, kdy je A nula.

Resime tedy integraly:

1
I, = .
n J (ax? + bx + ¢c)™ dx

Polynom ve jmenovateli doplnime na Uplny ctverec a provedeme substituci za

odmocninu z tohoto ¢tverce. Potfebujeme tedy vyfesit integral

1
I, = f—(uz RO du.
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Pro malé hodnoty n je tento integral fesitelny goniometrickou substituci funkce tangens.

v

Pro n € Z je efektivnéjsi si odvodit rekurentni vzorec pomoci metody per partes. Poznamka:

d 1 u
— =N -1)———2u=-0(2n—-2)———.
@Ry T Dy 2= = D ey
D 1
1 + —1 N
n>1:I_:J.—_ du = (u? + R2)n-1
n-1 (u? + R2)n-1 u
- Tl T

u u?
= (u? + RA)n-1 +(2n - 2)f (u? + RO)" du

2 RZ _RZ
+ (2n — 2)f (u(u-lz-+ ;z)n du

= (u? + RA)n-1

du— (2n — 2)R2J

u
(uZ + RZ)n—l + (21’1 - 2)f (uZ + RZ)n—l (uZ + RZ)n du

u
= W + (Zn - Z)In—l - R2(2n - Z)In

Maéame tedy rovnici:

u
In—1 = W + (Zn - 2)17'7,—1 - Rz(zn - Z)In
2 u
=R (2n — Z)In = m + (27’1 - 3)111—1

Dostali jsme tedy rekurentni vztah:

J 1 P 1 u N (2n—-23)
W+ R T M T R2n—2) W2 + RO R2(2n—2) ™V

Odvozeni tohoto rekurentniho vztahu je srovnané s jeho odvozenim v kurzu Integralni

pocet, ktery je dostupny na webu Isibalo.®*

34 posledni typ s rekurenci. Isibalo [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z:
https://isibalo.com/pdf/video/783a3063d438a597¢43e009956ddc19f.pdf
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Situaci, kdy konstanta A je nenulova bychom fesili substituci za kvadraticky polynom,

ktery je ve jmenovateli:

Ax+ B _ (NQax+b)+M
(ax? + bx + o)™ x= (ax? + bx + o)™

B N(Q2ax + b) dx+f M dx = u=ax’*+bx+c
) (ax?2 + bx + o) (ax?2 + bx +¢c)* ~  ldu = (2ax + b)dx

1 1
=N|—du+M dx.
fu” wr f(ax2+bx+c)" ¥

Prvni integral je trividlni a pro vypocet druhého integralu pouzijeme postup pro piipad,

kdy je konstanta A je nulova.

Priklad 85. Vyuziti rekurentniho vzorce.

5
f 5x + 3 B 7(2x—2)+8d
2 —2x+53 7 ) x—2x+53F

_Sf (2x-2) +f 8 .
- 2) (x2—-2x+5)3 x (x?—2x+1+4)3 x

:|u=x2—2x+5 =§fidu+f 8 dx
du = (2x —2)dx| 2) u3 ((x—1)2+4)3

—Eu—_2+c
2 -2
1 (x—1) 6—3) 1
+8 <4(6 OG-+ 8 Ta6-2) ) (=12 r47 d")
5 8(x —1) 24 1
T T a(xZ—2x +5)2 + 16(x2 — 2x + 5)2 +C+1_6f((x— 1) +4)2dx
5 2(x—1)

:_4(x2—2x+5)2+4(x2—2x+5)2+c

+3( 1 x—1 N 1 f 1 d)
2 x—12+4 22)) x-—1)2+2¥
2x — 7 3(x—1) Sf 1
= + tet—| ———
4(x?> —2x+5)? 16(x?2—-2x+5) 16 ) (x —1)% + 22
2x —17 3x—3 3 x—1
( >+c

= ——arct
22 —2x+5)2 162 —2x+35) (32278

dx
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Priklad 86.

2

3x8 u = x3 u
f 3 _ 6 Zdx = _ 2,2 | = f _ 2 7 du
(3 -1+ 1) du = 3x“dx (u—1DwW?+1)

Provedeme rozklad na parcialni zlomky.

u? A +Bu+c+lm+E
u—-1D@?+1D2 u—-1 u2+1 (u2+1)?2

Ostatni konstanty dopocitdme porovnanim koeficientt.
W =AW+ 1)’ +Bu+CO)uw—-1DWw?+ 1)+ Du+E)(u-1)
wW=Aw*+2u*+ 1D+ Bu+O@+u—-u? -1+ Du+E)(u—-1)

Postupné porovname koeficienty u jednotlivych mocnin.

1
0u4=Au4+Bu4:>B=—A=—Z

1
0u3=Cu3—Bu3:>C=B=—Z

1
uz=2Au2+Bu2—Cu2+Du2=>D=1—2A—B+C=1—2A=§

0=A-C-E=E=A-C=

+

2

I
I

Takze:

, 1 11 1.1
u 1z —z4—z Uty _1( 1 u+1+ 2u+2)
u-1DW?+1)? u- u—1 u?2+1 W?+1)2%2)

+ + =
1 uz+1 w?+1)> 4

Nyni tento integral mizeme vyiesit.

[ = el - [
(x3 —1)(x°+1)2 x= du = 3x2dx! ) (u—1)(u? + 1)2 u
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1 1 u+1 2u+2
——f( — + )du

4) \u—-1 u?+1 ?+1)?

1]‘( 1 u 1 4 2u 4 2 )d
s W1 w1 el @+ @+

1 1 1 1
4(ln|u—1|—§ln|u +1|—arctgu +c+- f( 2+1)2du+§fmdu
|v—u_ |_ u=tg9

dv =2udu du = sec? 6 d@

1 1 171 1 (sec?8
—(lnlu— 1| — =Inju? + 1| —arctgu)+c+zfﬁdv+—f de

4 2 2 ) sec*@

1(1| 1] 1| +1] — arct )+ +1v_1+1f 2940

4 nu nu ar‘cgu C 4 1 2 COS

1Q| 1 1| + 1] — arct ) L +1fu+ (26)) do
4 nu nu arc gu 4(u2+1) C 4 COoS
10| 1] 1| + 1] t 1 >+1@+}"Q®)+

4 nu nu ar‘cgu 2+1 4 ZSIH C

tgfd =u = 0 = arctgu
u rotilehla
tgd = — = pv— = PV:ptepona = u?+1

1 prilehla
L §in(26) = sin 6 cos @ = —~ ! “
—Sin = SIn ¢ cos = =
2 Vuz+1Vuz +1 u?+1
1(1| 1) 11| + 1] —arct L arctgu+—" )+
4 nu nu arcgu u +1 arcgu u2+1 C
1O| 1| 11| +1]+ _1)+
4 nu nu +1 C
1 1 -1
—ln|x —1|——ln|x +1|+m
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4.11 Racionalizace integralu

V tomto oddilu jsem vychézel pfevazné ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii® a z kurzu

Integralni pocet, ktery je dostupny na webu Isibalo.*

Cilem této metody je pievést integral vice funkci na integral raciondlni funkce.
K integrandu se chovdme jako K racionalni funkci dvou proménnych R(x,y), pfi¢emz
proménna y je funkci proménné x a cilem je pievést jej na raciondlni funkci jedné proménné
R (u). Racionalizaci provadime vhodnou substituci. Racionalizaci Ize provést pouze pro urcité

typy integrandd.

4.11.1 Weierstrassova substituce

Integral libovolné racionalni funkce v ramci funkci sinus a kosinus lze vyfesit substituci

za tangens poloviny integracni proménné. Této substituci se fika Weierstrassova.

JR(sinx,cosx) dx = |u = tg(;)| = fR(u) du

Abychom tuto substituci mohli pouzit, tak si musime dopocitat sin x, cos x a dx.

2

1+u2du

u=tg(§) = x =2arctgu > dx =

x u
u protilehla sin (E) TV +1
x u
tol—-)=—=——— = pt — 2 1>
8 (2) 1~ prilena _ Prepoma=vut+ o f) _ 1
2 u?+1
X X u 1 2u
inx = 2sin(= =2 = sinx =
sin x sm(z) cos (2) Novear Noveare 152

x x 1 u? 1-—u?
_ 2(Z) _cin2(Z) = _ —
OSEZ o8 (2) o (2) w21 w1 T T T

35 Primitivni funkce. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. Dostupné z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Primitivn%C3%AD_funkce

% |Integralni pocet (integrace). Isibalo [online]. [cit. 2021-12-19]. Dostupné z:
https://isibalo.com/matematika/integralni-pocet-integrace

70



Priklad 87.

2

1 X 1+ u2 2
,fsinx+cosx+1dx_|u_tg(§)|_f 2u +1—u2+1+u2du_f2u+2du
14+u?2  14+u? 1+ u?

1 x
:fu+1du=ln|u+1|+c=ln|tg(E)+1|+c

Vyrazy ziskané touto substituci jsou ale vétSinou pomérné slozité, takze se snazime
pouzit jednodussi substituci za jinou goniometrickou funkci. NiZe jsou uvedeny tii jednodussi

substituce, které 1ze pouzit, pokud méa funkce R ur¢itou paritu.
Pokud je funkce R licha v proménné sin x, pak Ize substituovat za kosinus.
R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) = u = cosx
Pokud je funkce R lichd v proménné cos x, pak Ize substituovat za sinus.
R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx) = u = sinx
Pokud je funkce R suda v obou svych proménnych, pak lze substituovat za tangens.
R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosx) > u = tgx

Priklad 88.

f CoS X dx = u = sinx |_f 1 d _f 1 4
sinfx—5sinx+ 6 ldu=cosxdxl = ) uz—su+6°"" (u—2)(u—3) u

Provedeme rozklad na parcialni zlomky.

1

wu—-2)u—3) u—-2 u-3 1 u—2 u-—3

u=3B=——=1

3-2

Pokracujeme v integraci.

1 1
=f( — )du:lnlu—3|—ln|u—2|+c
u—3 u-—2

= In|sinx — 3| —In|sinx — 2| + ¢
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Priklad 89.

Errr=t
2sin?x — 8
Muzeme provést substituci za tangens, protoze:

1 1
2sin2(—x) —8 2sin2x — 8’

Budeme muset vyuzit pravothly trojuhelnik k dopocitani hodnoty funkce sinus.

. protilehla u
= = —_ = -
e P T lena 1 1
1 ) , u 2l
jmdx= prepona=\/u2+1=>smx= ] =Imdu
1 u?+1
x=arctgu=>dx=u2+1du
_j‘ 1 P _j‘ 1 du = lf 1 d
“J s+ ™M T ) Teuz -8~ "6, , 8%
u +6
1 1 1(V3 V3
=—gjwdu=—g 7 arctg TU +c
u —
V3
= V3 t \/§t +
= —pparctg(o-tgx | +c
4.11.2 Vice riznych odmocnin ze stejného vyrazu

Pokud se v integrandu objevuje vice riznych odmocnin ze stejného vyrazu, tedy:

f R (x VTG0, /TG, . “YFGO) dx.
Pak nejdeme nejmensi spoleény nasobek odmocniteli kq, ky, ... ky:
s = NSN(ky, ky, ... ky).
A provedeme substituci za s-tou odmocninu z daného vyrazu:
w = 7.
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Priklad 90.

f 1 p u=V§ f 6u® 4 6f ud du= 6 (u3+1)—1d
———dx = Xx=u = | ——du= u= —du
Vx + Vx dx = 615 du ud +u? u+1 u+1
u+DW?—-u+1) -1 1
=6f( ) ) du=6f(u2—u+1——>du
u+1 u+1
ud u?
=6<?—7+u—ln|u+1|>+c
=2Vx—3Vx+6¥x—In(Vx+1) +c
P¥iklad 91.
_ 3
1 u=Vx+1 3(u — 1)2 u? —2u+1
jﬁd%': x=(u—1)3 =f—du=3]Tdu
X dx = 3(u—1)%du
1 u?
=3f(u—2+—)du=3 — —2u+Inju| )|+c¢
u 2
3
=S(x+1)" -6(Vx+1) +3m|¥x+ 1| +c
4.11.3 Odmocnina z linedrniho lomeného vyrazu

Integrél obsahujici n-tou odmocninu daného linearniho lomeného vyrazu lze vyfesit

substituci za tuto odmocninu.

JR nax+bd_ _nax+b_jR d
© cx+d =M= cx +d| (W) du

Piiklad 92. Lomeny vyraz neni kompletni.

\/x+4d _(REVERA o w o gy~ [ 818
dx = 2udu

SRR

Provedeme rozklad na parcialni zlomky.
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wu—-2)u+2) u—2 u+2 " 4

Pokracujeme Vv integraci.

1 1
—2[(1+u_2—m>du—2(u+ln|u—2|—ln|u+2|)+c

=2Vx+4+2In|Vx+4-2|-2InjVx+4+2|+c

Piiklad 93. Lomeny vyraz je kompletni.

x+1 ) x+1 ) )
u= > us = Su“—xu‘=x+1
1—x 1—x

u? -1
J 1 x+1d X+xuz=uz—1=>x(1+uz):uz—1:>x:u2_|_1
X =
x= (U2 + 1)2 Y™
w?-1 w2 +1\ —2 \2 4
(x—1)2=< ):( )

u2+1 uz+1 uz+1 =(uz+1)2

_](uz+1)2 4u p _J 2 4 1 5, 1 <x+1>3+
- 4 Yyttt v ATz TeTg i) €

4.11.4 Odmocnina z kvadratického vyrazu

41141 ReSeni pomoci doplnéni na aplny étverec

V tomto oddilu jsem vychézel ze ¢lanku zvefejnéném na webu Math24.%’

Integraly typu

fR(x,\/axZ +bx+c)dx

l1ze doplnénim na Uplny ¢tverec a substituci za odmocninu z tohoto ¢tverce pievést na

jeden z nasledujicich integralu:

37 Trigonometric and Hyperbolic Substitutions. Math24 [online]. [cit. 2022-01-02]. Dostupné z:
https://math24.net/trigonometric-hyperbolic-substitutions.html
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f R (u, \m) du, f R (u, m) du, f R (u, M) du.

Tyto integraly lze vyfesit spravnou goniometrickou nebo hyperbolickou substituci.
Priklad 94.

x—2 dx_|8—2x—x2=—(x2+2x—8)=—(x2+2x+1—9)

V8 — 2x — x2 =—((x+1)*-9)=9—(x+1)*
j- x —2 X+1:3Sil’19 3511’19—3
= dx=|x=3sinf—1|= | ——————=—=3cos0d0
V9 — (x +1)? dx = 3 cos 6 do V9 — 9sin? 0

sin@ — 1) cos @
=9f(1 ) d@=3J(sin6—1)d6=3(—c050—9)+c

V9 cos? 6
. x+1 o (x+1
sm0=T=>0=arcs1n< )
x+1 protilehla o
= —3cosO — 30 = =— = prilehla = /9 — (x + 1)?
3 prepona
J9—(x+1)2 V8—2x—x2
cosf = 3 = 3

x+1
= — 8—2x—x2—3arcsin< 3 )+c

4.11.4.2 Eulerovy substituce
V tomto oddilu jsem vychézel prevazné ze ¢lanku zvefejnéném na Wikipedii.®®

Reseni pomoci doplnéni na uplny c¢tverec mize byt velmi zdlouhavé. Po pouziti

goniometrické substituce prevedeme integral ve tvaru
fR (x,\/ax2 + bx + c) dx
na integral ve tvaru

f R(sin@,cos ) df.

38 Euler substitucion. Wikipedia: the free encyclopedia [online]. [cit. 2022-01-12]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_substitution
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K racionalizaci tohoto integralu je nutné dalsi substituce. K vraceni se ztéchto
substituci budeme muset vyuzivat vlastnosti pravouhlého trojuhelniku. Eulerovy substituce

nam umoznuji provést racionalizaci béhem jednoho kroku a snadny navrat se substituce.

Integraly typu

fR(x,\/axz +bx+c)dx

Ize zracionalizovat pomoci tfi Eulerovych substituci.

Pro a > 0 lze provést racionalizaci substituci:

Jax? + bx +c =+ax + u.

Pro ¢ > 0 lze provést racionalizaci substituci:

Jax? +bx +c =ux ++/c.

Pro a < 0 a vyraz ax? + bx + ¢ bez realnych kofent se parabola y = ax? + bx + ¢

nachazi pod osou x, takze defini¢ni obor vyrazu vax? + bx + ¢ je mnozina prazdna. O

integralu tohoto vyrazu tedy nema cenu se bavit.

Pro a < 0 a pro realné kofeny a, 8; @ < 8 vyraz nejprve upravime:

VaxZ+bx+c=,Ja(x—a)(x—B) = a(x—a)z(x:ﬁ)=|x—a| ax_ﬁ

(x —a) xX—a

Z predpokladt plyne, ze parabola y = a(x — a)(x — ) je obracena doli a protina osu
x vV bodechx = a a x = B. Takze vyraz ax? + bx + ¢ nabyva nezapornych hodnot na
uzavieném intervalu (a, 8). Defini¢nim oborem vyrazu vax? + bx + c tedy je {(a, ) a pro

vSechna x z tohoto intervalu je vyraz x — a nezaporny. Na tomto intervalu tedy plati:

Jax?+bx+c=(x—a) ai:ﬁ.

a

Pod odmocninou je linearni lomeny vyraz, takze racionalizaci lze provést substituci:
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x—p

xX—a

u= |a

Priklad 95. Kvadraticky vyraz bez realnych kotent. V tomto piikladu pouzijeme vysledek
z ptikladu 77:

1 1 xX—a
f—dxz—aln|x+a|+c.

Vx2+x+1=x+u

>+x+1=x*+2ux+u?=>x-2ux=u?-1

u? -1
1
j;dX= dx = 2u(1 - 2w) - (=2)(W* — 1) . 2u—4u2+2u2—2du
V2t xF1 (1-2u)? 1= zu)?

m_ N _u2—1+ 1—2u_u2—1+u—2u2
A s W s 1—2u

4 _2(u—u2—1)d N Cu—u’-1
SR YY) e

XX +u

1 1 1—-2u 1-2u 2u-u®-1) 2
Jzzme=] au= |

)W —1u—ur -1 (1-2u)?

21l |u—1 N | x2+x+1—x—1‘+
=z-IN|—— c =1n C
2 lutl VaZ+x+1—-x+1
4.11.5 Odmocniny z ostatnich vyrazi

Pokud se vintegrandu objevuje odmocnina, pak provedeme substituci za tuto

odmocninu.

Priklad 96. V tomto ptikladu pouzijeme vysledek z ptikladu 77:

1 1 xX—a
J_xz—azdxzﬂln|x |+c.
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u=Ve*+1=e*=ut-1
ex
du = ———d 2u ut—-1+1
fvex+1dx= u 2veX +1 x =Juu2_1du=2Jﬁdu
2ve* +1 2u
dx =—du = du
ex uz—1
—2[(1+ ! )d —2( 43 |u_1)+
= w—1) T e\ ) T
mq‘
=2ve*+1+In|——|+¢
Ve Ti+1
Priklad 97.
D 1
u=\/§ u
jeﬁdx— x = u? —je“Zudu=i 22u z ol = 2ue* —2e* +c
dx = 2udu + 0 o et
=2VxeV* —2eV* + ¢
Priklad 98.
D 1
u=vx + arcsi N2
farcsin(\/}) dx =] x =y? =farcsin(u) 2udu = 4 11nu ¢
2
— - - u
dx = 2udu Ny
2
u frd 1
=u2arcsinu—f du=| u =sing
NEIY du = cos 6 df
.29
= u? arcsinu — Sm—cosed9=u2arcsinu—Jsin29d0
V1 —sinZ @

1
= u?arcsinu — ff (1 — cos(26)) do
_ 1 1 _ 1 1
= u?arcsinu — 5 (6 - Esm(ZH)) + ¢ = u?arcsinu — 59 + Zsm(ZG) +c

1
Esin(ZB) = sin 0 cos 6 1
= Esin(29)=u\/1—u2=\/u2—u4

sinf = u = 0 = arcsinu
c056=\/1—sin29=\/1—u2
1

1
= u? arcsinu—zarcsinu+§ uz —ut+c

1 1
x arcsin(vx) — Earcsin(\/;) + ZVx- x2+c
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Priklad 99. V tomto ptikladu pouzijeme derivaci hyperbolometrického tangens:

d tanh™(x) =
T an x) = T
u = Vtanhx o2
| x =tanh™*(u?) _f _f u
thanhxdx— 1 = ul_u42udu— (1—u2)(1+u2)du
dx = 2udu

1—u*

u‘—1+4+u +1d_ uc—1 u“+1 d
A -1+ ) u_f((l—uz)(1+u2)+(1—u2)(1+u2)> u

1+u?z2 1-—u?

= tanh~!(Vtanh x) — arctg(Vtanhx) + ¢

1 1
— j (_ + )du = —arctgu + tanh 1 (u) + ¢

Piiklad 100.

u=.tgx
sec? x sec? x
f\/tgx _|du= dx =— dx:f v
sin(2x) 2\/tgx u 2sinxcosx sec?x
2u
dx = >
secZ x

u= i

2
cos? x
=fu2,—du=fu2cotgxdu= tgx—u fu —du
sin x cos x

cotgx = —

u2

=u+c=,tgx+c
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Priklad 101.

u=73/tgx
— 3 3u3 uu? — 32
3 o % dx = x = arctg(u’) zf _ J _| t=u
f gx dx 3u2 1+u6du 3 1+(u2)3du |dt=2udu
dx = du
1+ ub

B Bf t dp = Bf t ”
C2)1+37 2 (t+D(tE-t+1)
Provedeme rozklad na parcialni zlomky.

t A Bt+C

(t+1)(t2—t+1)=t+1+t2—t+1

t=At*—-t+1)+Bt+C)(t+1)

Porovname koeficienty u t2:
1
O=A+B=>B=—A=§.
Porovndme konstanty:

1
0=A+C=>C=—A=§-

t+1

Takze:
1 1 1
t -3 3tttz 1/ -1
t+D(*-t+1) t+1 t2—-t+1 3

Miuzeme pokracovat v integraci.

_3[1(—1+ t+1 )dt
S 2)3\+1 t2—-t+1

1001 dt+1f t+1 ”
T o2) e+l T 2) 1.1
t t+4_ 4+1
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1

v=t—=
1 1 t+1 2
=——1n|t+1|+c+—f—2dt= dv = dt
2 2 1 3 3
t——) +2 _
2 4 t+1—v+§
3
1 1 vty
=—§ln|t+1|+c+§f 3dv
242
v+4
P +1f d d
= 2n c 5 v

1 11
=—=In|t+1|+==In

2
> >3 v? + |+——arctg<—v)+c

i3 e\
—%1n|t + 1] +%ln <(t —%)2 +%) +\/7§arctg<%<t —%)) +c

= ]1|p+u+11(ﬁ t+1)+\/§ t ct_1>+
= 2n 4n 2arcg NG c

_ Y (3iaz 1 (et n iaz E M
= 2ln( tg x+1>+4ln(\/tgx \/tg x+1)+2arctg 73 +c

Priklad 102. Nestandardni feSeni integralu racionalni funkce.

u=.tgx > u?=tgx = 2udu = sec’? x dx 92
j,/tgxdx— 2u 2u 2u =j 7 du
=——du=dx=———du=——-du u*+1
sec? x tgZx +1 ut+1
=f 2 du = w+u?=u+u?+2uut - 2uu?!
u? + u? wtu?l=@w+u )i -2=w-ut)+2

du

=f(u+u‘1)2—2

Kdyby v ¢&itateli byla derivace (u + u~1), tak bychom mohli provést substituci.
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.4 1y — 1 _ -2 41N -2
Pozn..du(u+u )=1-u ,du(u u ) =14+u"

_f 2 4 _f 1—u_2+1+u_2 4
il IRYP R Rl I S R AL I

1—-u? 14+u? 1

du + du=| v=utu
(u+u1)z-2 (u—u1z2+2 dv=_1-u"3?du
|dw—(1+u‘2)du| jvz—zdv+fw2+2dw
:| v =2 coth6 |:| w =+V2cotgp |
v = —V2csch? 6 do w=—V2csc2pdp
_j‘ —V/2 csch? 6 0 f —V2csc? @
) 2(coth26 —1) 2(cotg2 ¢ + 1)
jCSChZ JCSC ¢, V2 2
=—— - p=—70——¢p+c
cschZH csc? @ 2 2

=— gcoth‘1 (%) - g cotg™? (%) +c

Hyperbolometricky kotangens proménné x je definovany pouze pro |x| > 1, méli

bychom tedy zkontrolovat hodnoty vyrazu v/v/2. VyuzZijeme zndmou nerovnost:
Pro Vx € R*: x + 1/x > 2. Tuto nerovnost lze dokazat napf. pomoci AG nerovnosti.

1
v=u+5:>u¢0=> tgx#0=>x+km; kEZ

1 v
:u=,/tgx>0=>v=u+;22=>52\/§>1

Tento integral je tedy definovany pro tgx > 0, tedy pro x € {(km, km + n/2)|k € Z}.

V2 u+ut\ 2 u—u?! u=./tgx
= ——coth‘1< > — — cotg™?! (—) +c= 8
2 V2 V2 ul = /cotgx

_ —\/Z—Ecoth‘l <\/tgx 4\—/%/cotgx> _\/z_f cotg-! <\/tgx ?/%/cotgx> e
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Piiklad 103. Trigonometricka substituce a rozklad na parcialni zlomky.

J‘ 1 d x = secB f secOtgl
X = =
(x2 + DVxZ —1 dx = secOtg6do (sec2 6 + 1)VsecZ 8 —

_.[‘ secl d@—f cos @ dH—f cos @ 40
) sec260+1 ) 1+4+cos?26 ) 1+1-—sin%0

1 1

| u=sinf . 1 . A B
= = | ——du= + du
du = cos 6 do 2 —u? V2—u V2+4+u

) du =

X

u=+V2:4= =
3 SRR PR Y A N
u=—2:B= 1 — 1 2V2 V2—u V2+u
V2+v2 242
V2 Jutv2
=7 —In|v2 —u| +In|vV2 + u|) + ¢ = —1In +c
(- lVZ -] +1Z ) + e = Fn [
t9_x_)olv‘epona
V2 fsin0+VZ| "V T 1 T Drilent
4 |sing—v2 -
= protilehla =\ x?> —1 = sinf =
Vx? —1
V2 +/2 V2 [VxZ—1+xV/2
xXe — —xV2
o1z

Piiklad 104. V tomto ptikladu vyuzijeme nasledujiciho vztahu:

1 d
f;dx =In|x|+¢c=>—In|x| =-

dx
D I
+ 1n|x+V1—x| AV |
fln|x+\/1—x|dx= 1— 1 = |xIn|x + V1 — x|
_ o 2N1-x X
x+\/1—x
X —
:R_f 2v1—x ‘u=\/1—x=>x=1—u2
x+Vl—x dx = —-2udu
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1—u?

1—u?—

o 2u—2ud —1+u?
=R - -2 =R
f 1—u?2+u (=2uw) du +f 1—u2+u du
2ud —u?—-2u+1
=R+f 5 du
u‘—u-—1
Po déleni mnohoc¢lenu mnohoc¢lenem dostaneme:
2u3—uz—2u+1_2 14 u+2
w—u-1 uz—u—1
u>—u—-1=0
u-+2 u=1+\/§=(p
=R+](2u+1)du+J2—du= 1 2
u‘—u-—1
u, = > =
R+u*+u+c+ Ut 2 d
= u“+u+c u
! (u—9@)(u—d¢)
A B
=R+u2+u+cl+J( + >du
u—@ u—¢
14++v5 1-+/5
p—¢= - =5
2 2
p @+ 2 1<1+\/§+4> V5 +1
— u = ' = = — —_ = =
P95\ 2 z)T 2 ¢
_ppoft2_ 1 1—\/§+4 _V5-1
W= p—¢@ 5\ 2 )= ¢
=R+u2+u+cl+J( LA ¢ >du
u—¢@ u—«¢

=R+u’+u+o@lnju—g¢|+¢lnlu—¢|+c,
=xln|x+\/1—x|+1—x+\/1—x+(pln|u—<p|+q.’)ln|u—¢)|+cz
=xIln|x+V1I—x|+oIn|Vi—x—@|+pIn[Vi-x—@|—-x+V1-x+c
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1 4 W
Zaver
Ve své seminarni praci jsem se vénoval neur¢itému integralu a integracnim metodam.

Z diivodu Siroké obsahlosti tématu integracniho poctu jsem se nevénoval urcitému integralu,

ktery jsem ptivodné mél v pldnu zahrnout.

Prace obsahuje popisy vsech zakladnich integra¢nich metod, které jsou doplnény
feSenymi piiklady riznych obtiznosti. V praci se mimo jiné pracuje s hyperbolickymi a

hyperbolometricky funkcemi, které se bézné na SS neudi, takze je také bylo nutné zpracovat.

Ve své praci jsem se snazil z pocatku teSit snadné piiklady a postupné zvySovat jejich
obtiznost. Myslim, Ze se mi povedlo ukazat feSeni nékolika opravdu obtiznych a z mého
pohledu zajimavych ptikladi. Také jsem se snazil prezentovat nékteré obtizné vypadajici
priklady, které Ize krasné zjednodusit, a naopak nékteré snadno vypadajici ptiklady, jejichz
feSeni je ale velmi obtizné.

Pfi zpracovavani této prace jsem si pfipomnél a prohloubil své znalosti integra¢nich
metod, zejména rozkladu na parcialni zlomky a racionalizace integralu. Také jsem se naudil
formalni definice téchto metod, které jsem predtim neznal. Diky této praci jsem se naucil
pracovat s hyperbolickymi a hyperbolometrickymi funkcemi, coZ povazuji za uZzite¢né do

budoucna. Také jsem se naucil, jak spravné psat citace a jak uvadét zdroje.
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Seznam prikladi

J‘xz—4-x+4 1 1 N
4x3 — 2x* x_2x 2x2 ¢
S P
" JTtcosax ¥ T2HETE

w

ftgzxdxztgx—x+c
x
2 (2 _ i
4. J-Zsm (Z)dx—x sinx + ¢

X
5. f4cosz (E)dx =2x+2sinx+c¢

1—cosx X
6. fmdx=2tan(z)—x+c
9x—1
(3)

X X
8. fxlnxcix=xIHX+c=e"+c

f 1+< 1>2d —12+11||+
. X Ix X—ZX 4nx Cc

sinx
10. f( o +lnxcosx)dx=lnxsinx+c

O

xe2x er
11. -
f G+ s+ t©

12. fxcosxdx=xsinx+cosx+c

13 fx31nxdx=lx4lnx—ix4+c
’ 4 16

14. flnxdx=xlnx—x+c

15. fx3sinxdx = —x3cosx + 3x%sinx + 6xcosx — 6sinx + ¢

16. fxsecxtanxdx = xsecx — In|secx + tgx| + ¢
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17.

18

19.

20.

21.

22.

23.

24

25.

26

27.

28.

29

30.

31.

32

34

) flnz(x) dx =

f x arctg x dx

f sinh™! x dx

J-xzexdx = x%e* — 2xe* +2e* +¢

xIn?(x) —2xInx + 2x + c

1
farctgx dx = xarctgx — Eln(l +x2)+c

1 1
= E(x2 + 1) arctgx —5xte

={ xsinh™tx —{/1+x2+¢c

farctg(x/x +1)dx=(x+2) arctg(\/x +1)—Vx+1+c

x sinh™! x — cosh(sinh™'x) + ¢

1 2
f e*sin(2x) dx = ge" sin(2x) — ge" cos(2x) + ¢

. fZexxsinxdx =e*xsinx —e*xcosx +e*cosx + ¢

f * x=sin(1+x2) +
N x—zn( x)+c

f i dx = Sin(1 4 x*) +
Tt =g +x+e

f ad d—1 tg(x?) +
1T 2 x—zarcg(x) c

1

' f(SxiZ)‘*d

1—-5x

1 1
f x+ ’x+\/mdx=a+ﬁ (4x+1)3+c

33.

—1 d
' fx(l + x2)

= IsGx_2p ¢

1
f cos(3x —2)dx = §sin(3x —-2)+c

1

1
f dx=—§1n|5x—1|+c

1 1
fx4+xdx =ln|x|—§ln|x +1|+c¢

1
x = In|x| —Eln(x2 +1D+c

1 n—2
f sec™(x) dx = ——tg(x) sec"?(x) + —f sec"2(x) dx
n—1 n—1
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35. J. 4x3sec?(x*) dx = tg(x*) + ¢

=y1+x2+c

36.

x
dx
Nyes

1—x
37. J. dx = arcsinx +1—x2+¢
1+x

1
= Ei/(x3 +10)%2 +¢

X
38. f—dx
Y3 +10

39. fxzx/x+4dx=§\/(x+4)7—%\/(x+4)5+33—2\/(x+4)3+c

1
40. J-x3\/x2 +3dx=§\/(x2 +3)5—J(x2+3)3 +c¢

sin (%) 1 1 1
41. f dx = —cos <—>—sin (—)+c
X x

x3 x

1
42. fcos3xdx =sinx —gsin3x +c

43[' | +”d—2( +”)3+
. SInx [COSX 2 X = 3 Cos Xx 2 Cc

_ ( In|secx| +¢
44. ftgxdx - {— In|cosx| + ¢

1
45. ftgxln(cos x)dx = —Elnz(cos x)+c
1
46. fsec"‘xdx =tgx+§tg3x+c

1 1
47. fsec3xdx =§secxtgx +Eln|secx+tgx| +c

1
48. ftg3 xdx = Etg2 x —In|secx| + ¢

1
Zsec4x+cl
49, fsec‘*xtgxdx =

4 1 2
Ztg x+5tg x+c

1
50. | csc xcotgxdx——zcsc x+c

51. = —e®otBx 4 ¢

J
[

1—cos?x
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[uiy

o)}

1—tgx )
. f dx = In|cosx + sinx| + ¢
1+tgx

. fsecxdx =In|secx +tgx| + ¢

. J-cscxdx = —In|cscx + cotgx| + ¢

_ (arctg(sinhx) + ¢;
’ fsechxdx - { 2arctg(e®) + ¢,

1 1
. J-sinhz xdx = Zsinh(Zx) —5xte

. 1
. fsmh3 xdx = §c05h3 x —coshx +c¢
. J-tanhxdx = In(coshx) + ¢

— — x2
.farccosxdx:{ xarccosx —+1—x%+c¢

x arccos x — sin(arccos x) + ¢

arcsinxd 1 n? % +

. | =——=dx = zarcsin“x + ¢

N 2

farctgxd 1 to? x +

. X = -arctg®x +c¢
1+ x2 2 &

1
e x
'f1+e"dx_x In(1+e*)+c

J‘Jl—lnz(x) i
' x

1 1
= Earcsin(ln x) + Eln(x) 1—In%2(x) +c¢

1 V2
. fmdx = Tarctg(\/ftg(ln x)) +c

1 1
. fwll—xzdx=zarcsinx+zx 1-—x%+c.

.fJ?dxzaarcsin(\E)+ x(a—x)+c

X

. dx =
f (x2% 4+ 25)3 25vx? + 25

+c

J‘ x® 4 1 () x3 N
B A i S T ) R
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( —x(2x +3)\/x2+3——smh 1(
69. J-xzvx2+3dx=i

+c;

%)
§x(2x2 +3)Vx2+3 —gln(x +vx2+ 3) +c,

1 2
70. X = —arccos (—) +c
2 X

fﬁd

= ]
71. J. xx dx=\/1—x2—cosh_1(;)+c

N vy
J-mdx:( sinh‘l()z—c)—xTH+cl

Vx2 + 4

72, [ =

ln(x+ x2+4)— +c,

lx\/x —az—la 2 cosh™ ( )+C1
73. f\/xz—azdx— 1 1 2
—x\/xz—az—iazln(x+ xz—a2)+cz

2

1 1
74. f dx =—Inlax + b| + ¢
ax +b a

1
7 x =—1
5. f x2+b >a nlax? +b| +c¢
x
76. f 2+a2 arctg(E)+c
77. f Ll |x_a|+
x2 — Zanx+a ¢
78f B T = 3Inlx—1]+SInlx—4] +
x2—5 + 4% =3nlx n|x c
79J- 6x + 14 = 3In|x? + 6x + 13| — 2 t(x+3>+
i er T 13 dx n|x x arctg c
80. fo +8x+5d 9 7 arct (x+2>+
X Fax+ 13 T AT AR )T
x—l 1
81. f ——1n|x+1|——1n(x +1)+ arctanx + ¢
82. f XA 2 St 3] — in(a +4) 3 wg(5) +
DY) x = 5In|x 5 InCx arctg () + ¢
2x—5 5
83. f 2 2dx—7ln|x|—7ln|x+1|+ +c
x°+x
84. f6x O A e = Slnlx] + Infx + 3] + —— +
x3 + 6x2 +9x Xt inix x+3° ¢
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85 J‘ 5x+3 dy = 2x—7 3x —3 3 " (x—1)+
) x5 T A —2x 15 116 —2x +5) T 328\ ¢

86f 31 1| 1] 1| +1]+ -1
) @ neer T T e 2@ D ¢
1 X
87. f—sinx+cosx+1dx_1n|tg(E)+1|+C
ssf cos¥ dx = In|sinx — 3| — In|sinx — 2| +
. sinzx—Ssinx+6 X = In|sin x ni|sin x (o

89f LI V3 ¢ \/§t
“ ) 2sinzx—8r T T2 B e

90f dx =2vx —3¥x+6Yx—In(Yx+1) +¢
Vi + (V1)
91. f%dx=§(§/§+1)2—6(i/§+1)+31n|%/§+1|+c
Yx+1 2
vx+4
92. o dx:2\/x+4+21n|\/x+4—2|—2]n|\/x+4+2|+c
93f 1 41, 1 (x+1)3+
ez i T3\t=x) 7€
94 =z 8—2x —x2—3 '<x+1)+
. | ——=dx = —/8 — 2x — x? — 3 arcsin c
V8 — 2x —x? 3
1 Vxl+x+1—x—1
95. f—dx=n +c
xVx2+x+1 Vx2+x+1—-x+1
VETI-1
96. f\/e"+1dx=2\/e"+1+1n —‘+c
VeET1+1

97. fe‘/;dx = 2\/56‘/;—26‘/;+c
1 1
98. f arcsin(\/;) dx =x arcsin(\/E) — Earcsin(\/;) + > x—x2+¢c

99. f\/tanhx dx = tanh_l(\/tanh x) - arctg(\/tanh x) +c

tgx+c

100. f ‘X

sin(2x) dx =

1 1 V3 23tg?x -1
101. f Stgx dx = —Eln (3 tg? x + 1) +Zln(§/tg4x - Ytg2x + 1) +Tarctg <gT) +c
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tgx + ,/cotgx 1/tgx—,/cotgx
102. f,/t xdx—— coth 1 > cot; ‘1<
i ( 2 28 2

VT it

103f ! dx = 1 +c
. —x——n
-1—-xVv2

(x2+1)Vx2 -1 4

104. f1n|x+\/1—x|dx=xln|x+\/1—x|+g01n|\/1—x—g0|+¢ln|\/1—x—¢|—x+\/1—x+c
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