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1 Cantorova naivni teorie mnozin

Naivni teorii myslime teorii, ktera nema formélné dané axiomy. Misto toho se
na jeji popis pouziva prirozeny jazyk. Na mnoziny pohlizi jako na soubory libo-
volnych ,véci“. Tento pristup je intuitivni a ve vétsiné pripadu zcela dostacujici.
Bézné v matematice pracujeme s mnozinami timto zpusobem a ni¢emu to nevadi.
Ale ukaze se, ze to vede k celé radé paradoxu.

Sam Cantor si byl napriklad védom toho, ze jeho teorie pripousti existenci
mnoziny vSech mnozin, prestoze z Cantorovy véty vyplyvé, ze mnozina vSech
mnozin neexistuje. Tento paradox ale nebyl natolik zasadni, aby donutil Cantora
prehodnotit svoji teorii.

vvvvvv

naivni teorii a dal vzniknout axiomatickym teoriim mnozin, byl Russeluv paradox.

1.1 Russeluv paradox

Jako prvni ho zfejmé objevil matematik Ernst Zermelo roku 1899, ale své
zjisténi nezvefejnil. Publikoval ho az Russell v roce 1901. Navrh prvni teorie, kterd
se tomuto paradoxu snazila vyhnout, priSel od Zermela v roce 1908. Matematik
Abraham Fraenkel ovsem roku 1921 poukéazal na to, ze v Zermelové teorii neni
mozné dokézat existenci nékterych mnozin, jejichz existenci vétsina tehdejsich
mnozinovych teoretiku povazovala za samoziejmou. Nasledujici rok navrhl dpravu
axiomu této teorie, ¢imz vznikla dnes velmi rozsitrend Zermelo-Fraenkelova teorie
mnozin (ZF). Velmi hezké video o Russelové paradoxu je ZDE.

Definice. Mnozina M je krotkd = M ¢ M; jinak je divoka.

Napriklad mnoZina vsech zvirat je krotka, zatimco mnozina vsech véci, které
nejsou cajové lzicky je divoka. Zajimava je tfeba mnoZina vsech véci, na které
prdvé myslim. Vétsinou je krotkd, ale pravé ted’, kdyz pisu tuto vétu, je divoka.

Podivejme se na mnozinu vsech krotkych mnozin M = {z |z je krotkd}. Je
krotkd, nebo divokd? Pokud je krotkd, potom splnuje definiéni podminku M, tedy
M € M, takze je divoka. Pokud je divoka, potom nesplinuje defini¢ni podminku
M, tedy M ¢ M, takze je krotkd. Cili je krotkd <= je divoka.

Russeluv paradox nam ukazuje, ze musime néjak omezit, co vSe muze byt
mnozinou.

1.2 Berryho paradox

Berryho paradox naopak ukazuje, ze definice pomoci prirozeného jazyka mo-
hou vést k paradoxtim. Proto se budeme snazit véci definovat jazykem matema-
tické logiky.

Paradox zni nasledovné: ,,Oznac¢me m nejmensi prirozené cislo, které nelze
definovat méné nez sto pismeny.“

Anglickd abeceda + mezera = 27 znaku, takze celkem 27'%° kombinaci, tedy
takovéto m existuje. Vime, ze m nelze definovat méné nez sto znaky, ale véta
vyse (kterd ma urcité méné nez sto znaku) jej definuje.


https://www.youtube.com/watch?v=ymGt7I4Yn3k&t=1216s

2 Nejprve trochu logiky

2.1 Jazyk teorie mnozin

Jazyk teorie mnozin je (€) s rovnosti, kde € je bindrni rela¢ni symbol. Mohli

J

bychom uvazovat i jazyk bez rovnosti a ptridat novy binarni rela¢ni symbol ‘=" a
axiomy rovnosti. V kazdém jazyku je implicitnée

e spocetné mnoho symbolu pro proménné: x, xs, T3, . ..,
e pro kazdou proménnou x dva symboly s kvantifikatory: (Vz), (3z),
e symboly pro logické spojky: A,V, — |, <=,
e carka a zavorky.
Tento jazyk jesté rozsitime nékolik zkratek. Konkrétné definujme
e rFy=-w=y,

e v ¢y=-w€y,

rCy=(V2)(z€ex=2z€y),

e x Cy=xCyAz#y.

2.2 Termy a formule

Nyni uvazujme obecny jazyk L s mnozinou relacnich symboli R a mnozinou
funkénich symbolu F. Konstantni symboly jsou funkéni symboly arity nula.

Definice 1. Termy jazyka L jsou kone¢né napisy definované induktivneé:
e kazda proménnd a kazdy konstantni symbol z L je term,
e pro funkéni symbol f arity n a termy ti,...t, je term i napis f(t1,...t,).

Definice 2. Atomicka formule je napis R(t1,...t,), kde R je n-arni rela¢ni sym-
bol a t; jsou termy.

Definice 3. Formule jazyka L jsou konec¢né napisy definované induktivneé:
e kazda atomickd formule jazyka L je formule,

e jsou-li ¢ a ¥ formule, potom jsou formule i népisy
(=), (@ A YD), (e V), (o = ), (¢ & ), ((V2)p), (Fz)ep).

Formule maji pfirozenou stromovou strukturu. Vyskyt proménné z je list
tohoto stromu oznaceny x. Podformule jsou podstromy tohoto stromu.

Definice 4 (Volné a vdzané proménné). Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je
e vizany = vyskytuje se v néjaké podformuli za¢inajici (Vx) nebo (3x),

e volny = neni vazany.



Proménna x je
e vazana ve formuli ¢ = ma vazany vyskyt ve .
e volnd ve formuli ¢ = ma volny vyskyt ve ¢.

Umluva. Zapis ¢(z1,...x,) znaci, ze xy,...x, jsou proménné, jejichz volné
vyskyty nas ve formuli ¢ zajimaji. Neznamend to, ze kazdd z proménnych z;
musi mit volny vyskyt ve ¢, ani ze ¢ neobsahuje zadné jiné volné proménné.

Priklad. ¢ = (Vx)(Jy)(z < y)V (z < z). Kvantifikdtory se vztahuji pouze k prvni
zévorce (x < y). Proménnd x je vdzana a volnd zdroven, y je vdzana a z je voln4.
Muzeme tedy psat ¢(z, z).

3 Axiomy Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin

A7 doposud mohly mnoziny obsahovat libovolné ,véci“ a vlastné jsme nijak
nespecifikovali, co presné jsou tyto véci za¢. V axiomatické teorii mnozin existuji
pouze ty objekty, jejichz existence vyplyva z axiomu dané teorii. Axiomy ZF
nam garantuji existenci prazdné mnoziny a poskytuji nam nékolik zpusobt jak z
jiz existujicich mnozin vyrabét nové. Jinymi slovy — vSechno je mnozina. Kazdy
prvek kazdé mnoziny je jen néjaka jind mnozina.

3.1 Axiom existence

Axiom 1. Existuje néjakd mnoZina, univerzum mnozin neni prazdné.

(Fz)(x = x).

3.2 Axiom extenzionality
Axiom 2. Mnozina neni dana nicim jinym nez svymi proky.
Vz)zex e zey) = x=uy.

Je dulezité zduraznit, ze toto neni definice identity dvou mmnozin. Musime
vnimat oddélené dva koncepty. Prvni koncept je nase teorie, ve které muzeme
dokazovat ruzna pravdiva tvrzeni. Je to néco zcela abstraktniho. Druhy koncept je
néjaka konkrétni ,implementace” (model) této teorie. Symbol ‘=" hovoii o identité
objektu, které poskytne ta konkrétni implementace. My ,zevniti“ nasi teorie
vubec netusime, jak by tato implementace mohla vypadat. Ale mame ,zvenci“
poskytnuty symbol =, ktery smime pouzivat. Kazd4 implementaci ,,vi“, co tento
symbol znamena. Ale nevi, co znamena symbol €. Axiomy jsou néjaké pozadavky;,
které musi kazdy model spliovat. Takze tento axiom neni definice identity dvou
mnozin, protoze identita je koncept, ktery je odtrzeny od teorie a prislusi az
konkrétnimu modelu. Tento axiom vyjadiuje vztah symbolu € a identity a kazdy
model bude muset tento pozadavek splnit. Opacna implikace,

r=y = (V2)(z€zxezcy),
plati také, ale neni soucésti axiomu extenzionality, protoze vlastné tika, ze
(V2)(z e v & z € ),

coz plati pro libovolnou implementaci symbolu €.



3.3 Axiom dvojice

Axiom 3. Pro kazZdou dvojici mnozin x a y existuje mnozina d, kterd obsahuje
pravé x ay. MnozZinu d znacéime jako {x,y}.

(Vz,y)(3d) : (Vz)(z €d & (z =2V z=1y)).

Tento axiom zarucuje i existenci jednoprvkovych mnozin {z} = {z, z}.

3.4 Axiom sumy

Axiom 4. Pro kaZdou mnoZinu x existuje mnozina s, kterd je sjednocenim vsech
mnozin voniti x. Této mnoziné ikdime suma mnozZiny x a znacime ji | J x.

(Va)(3s) : (V2)(z € s < (y)ly €z Az €y)).
Pozorovani. Pokud x € y € z, potom z € | 2.

Nyni muzeme pomoci kombinace axiomu sumy a axiomu dvojice definovat
sjednoceni dvou mnozin a libovolné velkou konetnou mnozinu danou vyctem.

Definice 5. Sjednoceni mnozin z a y definujeme jako z Uy = (J{z, y}.

Definice 6. Mnoziny {x1} a {x1, x2} jsou garantované axiomem dvojice. Mnozinu
{1, 29, ...2,} definujeme induktivné jako {z1,zs,...zp_1} U {z,}.

Priklad. J{{z1}, {z1, 22}, {2, 23} } = {w1, 22, 23}

3.5 Schéma axiomu vydéleni

Schéma znamend, ze se nejedna o jeden konkrétni axiom, ale o nekonecné
mnoho ruznych axiomu, které maji vSechny stejnou strukturu.

Axiom 5. Pokud je x mnozina, potom existuje mnozina vsech jejich prvku, které
splriugi formuli . Tuto mnozZinu znacime {z € x|p(z)}. Formalné, je-li o(z)
formule, kterd neobsahuje volné promennou y, potom formule

(Vz)(Fy) : (V2)(z €y & (2 € z A p(2))).
je axiom.

Vsimnéme si, ze schéma axiomu vydéleni ndam nedovoluje vyrobit mnozinu
vSech mnozin nebo mnozinu vSech krotkych mmnozin, protoze neumoziiuje kon-
strukce typu {z|p(2)}. Pouzitim axiomu vzdy vznikne podmnozina néjaké jiz
existujici mnoziny. Napiiklad z mnoziny X, garantované axiomem existence, lze
vyrobit prazdnou mnozinu tak, ze za ¢ zvolime libovolnou nesplnitelnou formuli.

Definice 7. Prdzdnd mnozina je @ = {z € X |z # z}.
Také konecné muzeme nadefinovat prunik a rozdil mnozin.
Definice 8. Rozdil mnozin = a y je mnozina z \ y = {z € x|z ¢ y}.

Definice 9. Prunik dvou mnozin x a y je mnozina z Ny = {z € x|z € y}.
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Definice 10. Mnoziny z a y jsou disjunktni =z Ny = &.
Definice 11. Prinik mnoziny  # @ jemnozina (\z == {z € Jz |y € 2 = z € y}.

Priklad. Prunik konetné mnoha mnozin x1, s, ...z, lze zapsat dvéma zpusoby:

ﬂ{xl,xz,...xn} =z NayN---Nx,.
Prinik nekoneéné mnoha mnozin uz ovSsem lze udélat pouze jako prunik ne-
konecné mnoziny .

Pozndmka. Duvod, pro¢ zatim nedefinujeme prunik prazdné mnoziny je ten, ze s
touto definici bychom méli (@ = &, coz moc nedava smysl. Prazdny soucet je
nula, prazdny soucin je jedna a prazdnd suma je prazdna mnozina. VSe to jsou
neutralni prvky vuci dané operaci. Co je neutralni prvek vuci pruniku? Prazdna
mnozina urc¢ité ne. Nabizi se mnozina vSsech mnozin, ale ukazeme, ze ta neexistuje.
Pokracovani v sekci 4.2

Definice 12. Uspoiddana dvojice (a,b) je mnozina {{a}, {a,b}}. Usporddanou
n-tici (aq, as, . . . a,) potom definujeme induktivné jako ((a1,as,...an_1),a,).

Lemma 1. Usporddand dvojice urcuje svoje prvky jednoznacné. Tedy

(x,y) = (a,b) <= (r=aANy=0D).

Diikaz. Nejprve ‘<=’. Z axiomu extenzionality mame {z} = {a} a {x,y} = {a, b}
a tedy i {{z},{z,y}} = {{a},{a,b}}. Nyni ‘=’. Ukdzeme, ze (a,b) jednoznacné
urcuje poradi svych prvku. Oznacme P :=()(a,b) a S = J(a,b). Potom plati

{a} =P, {b}={ze€S8|z#aVvP =S5} 0

3.6 Axiom potence

Axiom 6. Pro kaZdou mnoZinu x existuje mnozina vsech jejich podmnozin. Této
mnoziné tikdme potenéni mnozina mnoziny x a znacime ji P(x).

(Vz)(3p) : (V2)(z € p ez Cx).
Pozorovani. Potencni mnoZina a suma jsou svym zpusobem opacné operace:

zCx=z¢€P(x), zEm:zQUx, UP(m):mgP(Ux)

3.7 Schéma axiomu nahrazeni

Axiom 7. Kdyz si vezmu libovolné zobrazeni f a mnoZinu vzori A, tak mnoZina
obrazi B = f[A] je také mnozina. Formdlné, je-li 1 (x,y) formule, kterd neobsa-
huje volné promenné yi,ys a b, potom formule

(Vz)(Vyr,y2) (U(z,01) A(2,92)) = 1 = y2) =
(Va)(3D) : (Vy) (y ebs (Fx)(rean @/z(m,y)))

je aziom. Formule ¥(x,y1), resp. ¥(x,y2) vzniknou z formule (x,y) substituct
promeénné yy, resp. Yy 24 Y.



Prvni ¢ast tohoto axiomu 11k4, ze ¥ (z,y) se ma chovat jako zobrazeni y = f(x).
Ve druhé poloviné zna¢i ¢ mnozinu vzoru a b mnozinu obrazu, které témto vzorum
odpovidaji.

Pozorovani. Pokud za 1(z,y) zvolime formuli x = y A o(y), tak je pruni cdst
axiomu nahrazeni splnéna. Tedy plati, Ze

(Va)(3b) : (Vy)(y € b Fa)(x € a Az =yAp(y))),

coZ je jen trochu jinak zapsany axiom vydélend.

3.8 Axiom fundovanosti

Axiom 8. KaZda neprdzdnda mnoZina obsahuje néjakou mnozinu, kterd je s ni
disjunktni.
Ve #2)Jyex): (zNy=29).

Disledek. Neexistuje mnozina a spliujici a € a.

Diikaz. Pro spor necht a je divokd. Potom mnozina {a} nespliuje fundovanost,
protoze a € a a zaroven a € {a}, takze a € a N {a}. Q

Disledek. Neexistuje dvojice mnozin a,b takovd, Ze a € b a b € a. Tentokrat
porusi fundovanost mnozina {a,b}.

Tento axiom nam zarucuje, ze v ZF nemuze vzniknout Russeluv paradox,
protoze vylucuje moznost existence divokych a dalsich divnych mnozin. Také z
néj vyplyva, ze v ZF neexistuje mnozina vSech mnozin, protoze ta by urcité byla
divoka.

3.9 Axiom nekonec¢na

Axiom 9. Fxistuje nekonecnd mnozina s néjakou konkrétni strukturou.
(Fw): (B ewA (Vz)(z €w = zU{z} € w)).

Axiom nekoneéna nam umozni definovat mnozinu vSech prirozenych ¢isel, jako
nejmensi mnozinu splinujici tuto podminku.

3.10 Axiom vybéru a ZFC

Axiom vybéru, anglicky Axiom of choice (AoC), je natolik silné tvrzeni, ze neni
soucasti zakladni verze Zermelo-Fraenkelovy teorie. Jeho pridanim do ZF ziskdme
mnohem silnéjsi teorii ZFC. Bez néj nelze dokazat mnoho véci, které by intuitivné
meély platit, ale nékteré jeho dusledky jsou na hranici paradoxnosti, proto byl
historicky velmi kontroverzni. Budeme se jim zabyvat ve zvlastni kapitole.



4 Mnoziny vs. tridy

Dokézali jsme, ze v ZF mnozina vSech mnozin neexistuje. Ale chtéli bychom
aby existovalo néco podobného, protoze obcas chceme mluvit o souboru vsech
objektu, které néco splnuji, prestoze to uz neni mnozina. Proto se zavadi po-
jem trida. V Cantorové naivni teorii jsou tiidy a mnoziny jedno a totéz. Pokud
omezime co vSechno muze byt mnozinou, tak se nas svét rozdeéli.

e Mnoziny — nékam nalezi.
e Ttidy — néco nélezi do nich.

Uvédomme si, ze tento koncept neumoznuje zrekonstruovat Russelluv paradox,
jelikoz tiida vSech krotkych tiid zjevné neexistuje. Tiidy totiz nemohou nikam
nalezet, véci pouze nalezi do nich.

4.1 Rozsireni jazyka o tridové termy

Ttida je pouze matajazykovy pojem, v ZF nejsou formalné definované.

Definice 13 (Ttida). Pokud je ¢(z) formule, tak vyraz {z|p(z)} nazyvime
tiidovy term. Definuje ,soubor“ vSech mnozin x, pro které plati ¢(z). Tomuto
souboru fikdme tiida uréend formuli p(x).

Pozorovani. Pokud je p(z) ve tvaru x € y AN (z), kde y je mnozina, tak trida
{z|¢(x)} je mnozZina (z aziomu vydéleni).

Pozorovani. Kazdd mnozina je zdroven i tridou, protoZe x = {z|z € z}.
Definice 14. Ttidu, kterd neni mnozinou, nazyvame vlastni tfida.

Ve formulich na misté volnych proménny pripustime tiidové termy. Navic
dovolime tiidové proménné, které budeme znacit velkymi pismeny. Ale pouze
jako volné proménné, takze t¥idy neni mozné kvantifikovat.

Definice 15 (Formule s tiidovymi termy). Atomické formule v tomto rozsireném
jazyce jsou

r=y, xz€y, x=X, ze€X, Xezx, X=Y, XeY,

kde z,y jsou proménné, X je zkratka za {z|p(2)} a Y za {z|¢(2)}.
Kazda atomicka formule je formule a libovolnd kombinace formuli pomoci
logickych spojek je opét formule. Mnozinové proménné lze navic kvantifikovat.

Tvrzeni 2. Pro kazZdou formuli s tridovymi termy, ale bez tridovych promeénnyjch,
ezistuje ekvivalentni formule v zdkladnim jazyce.

Diikaz. Eliminujeme tiidové termy. Méjme mnoziny x,y, z, logické formule ¢(x)
a Y(y) a tiidové termy X = {z|¢(x)} a Y = {y|¢¥(y)}. PiepiSseme vsechny
atomické formule do zakladniho jazyka.

o z€ X ~ze{r|p@)}~e2)



o X =Y ~{zfp@)} ={ylv@®)} ~ (Vu)(pw) & P(u)).
Déle budeme vyuzivat, ze X nemuze byt vlastni trida.

e =X r~z={zx|p(x)} ~ Vu)(u € z< pu)),

o XeY ~{alp()} e {ylv@)}~Qu)(u={zle)} nue{yv)}) ~
(Fu) (Vo) (v € u & () A(u)),

e Xecy~{zlp(x)} ey~ Fu(u={z|p@)}Auey) ~
(Fu) (Vo) (v € u < (v)) Au € y).

J

Disledek. Formule rozsireného jazyka urcuji stejné tridy jako formule zdkladniho
jazyka. Tridové termy slouZi pouze pro usnadnéni zdpisu.

Formule s tiidovymi proménnymi lze interpretovat jako schémata formuli
zakladniho jazyka. Za tridovou proménnou totiz muzeme dosadit jakykoli tridovy
term, ktery odpovida néjaké formuli zdkladniho jazyka.

4.2 Tridové operace

Definice 16. Pro tiidy A a B definujeme
e ANB ={z|x € ANz € B},

e AUB:={z|x € AVzx € B},

A\ B ={z|x € ANz ¢ B}, ...ptipadné A — B

UA={z|Fa)(a € ANz € a)},

NA={z|(Va)(lac A=z €a)}

ACB=(Vz)(x € A=z € B), ... A je podtiidou B

ACB=ACBANA#B, ... A je vlastni podtiidou B

P(A) = {z|x C A}
Pozorovani. Prunik prdazdné mnoziny je trida vSech mnozin.

Definice 17 (Univerzdlni tfida). Tfidu vSech mnozin V' = {z |z = 2} nazyvdame
univerzalni tiida. Ttidu V' \ A nazyvame absolutni doplnék tiidy A.

Pozorovani. Plati P(V)=V.

Diikaz. Necht z je libovolnd mnozina. UkdZzeme, ze x € P(V). Plati to, protoZze
(Vz)(z€ex=2z€V), tedy x CV, z cehoz x € P(V).
d

Lemma 3. Je-li a mnoZina a A = {z|¢(x)} trida, potom je a N A mnoZina.

Diikaz. 7 axiomu vydéleni mame a N A = {z € a|p(z)}.

4d
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4.3 Kartézsky soucin
Definice 18. Kartézsky soucin tiid A a B je tiida
Ax B :={(a,b)|a € ANb € B}.
Kartézsky souc¢in tiid Ay, As, ... A, definujeme induktivneé jako
Ay x oo x Ay = (A x oo x Apg) X Ay = A{(ar, .. .an) | N2y @i € A}

Lemma 4. Jsou-li x a y mnoZiny, potom je x X y také mnoZina.

Diikaz. Idea téchto dukazu: najit néjakou hodné velkou mnozinu a pak pouzit
axiom vydéleni. Dokézeme, ze plati

rxy CP(PxUy)).

Usporadanou dvojici jsme definovali jako (a,b) = {{a},{a,b}}. Pokud a € z a
b €y, tak {a},{a,b} C xUy neboli {a}, {a,b} € P(xUy). Tedy (a,b) C P(xzUy),
z Cehoz (a,b) € P(P(x Uy)).

u

Definice 19 (Kartézskd mocnina). Pro tifdu X definujeme X' := X a pak
induktivne X" := X" x X =[], X.

Pozorovani. Pro univerzdln{ tridu plati V =V D V2D V3D ...,

Diikaz. Kazda n-tice je i dvojice (tak je definovand), ale lze ji dokonce vnimat
jako k-tici pro libovolné k < n. Napiiklad jako trojici (a, b, ¢) = ((a,b), ¢):

(1, X1, @) = (X1, Tp1), 2n) = (21, Tpe2), Tp_1), Tn)-

.

Priklad. Definujeme X3 := X? x X, ale X x X? # X3, Maji stejnou strukturu,
ale v teorii mnozin to jsou ruzné objekty. Zvolme tieba X = {@}. Mdme

o X?x X = {(®7®>} X {@} = {«@7@)7@)}7
. X x X2 = {5} x {(,2)} = {(2.(2,2))}

4.4 Relace a zobrazeni

Definice 20. Rozsifime nés jazyk o dalsi zkratky. Necht A je tiida a ¢ formule.

e (Jx e A)p)

o (B € A)(p)
o (Vz € A)(p)

(Fz)(z € Anp),
(Vz)(z ¢ AV —p),
(Vz)(z € A= o).

Posledni zkratku definujeme pouze pro formule ¢(z) bez volnych vyskytu y a z:
e BlzecA)p)=FreA)(p)A(VyeA)(Vze A)((ply) ANe(2) =y = 2).

11



Definice 21. Binarni relace je libovolna tiida R C V x V. Namisto (z,y) € R
piseme x Ry. Podobné lze definovat n-arni relaci jako R C V™.

Definice 22. Pro (bindrni) relaci R a tfidu X definujeme tiidy

o 7= {(vu)|uRv}, ... inverznf{ relace k relaci R
e Dom(R) := {u|(Fv)(u Rv)}, ... defini¢ni obor relace R
e Rng(R) = {v|(3u)(uRv)}, ...obor hodnot relace R
e RIX=RN(XxV)CR, ...zuzeni relace R na tiidu X
e R[X]:=Rng(R [ X)C Rng(R). ...obraz tiidy X relaci R

Pozorovani. R C Dom(R) x Rng(R), R~'C Rng(R) x Dom(R).

Lemma 5. Pokud je relace x mnozina a Y trida, potom x~', Dom(z), Rng(z),
ale i z ['Y axlY] jsou také mnoZiny.

Diikaz. Pomoci axiomu vydéleni.

e Ukdzeme Dom(z) C (J(|Jz). Pro libovolné u € Dom(z) existuje v t.z.
(u,w) € x. Mame posloupnost inkluzi u € {u} € (uw) € z, tedy u € |J(J z).

e Podobné Rng(z) C J(Jz), zkratka to v € Rng(z) je tieba vybalit z té
usporadané dvojice (u,v) € x jako v € {u,v} € (u,v) € x.

e 7! C Rng(z) x Dom(x) ...kartézsky souc¢in mnozin je mnozina.

e z[Y| CRng(z)az [Y Cux. |

Definice 23. Relace odpovidajici relacnim symbolum jazyka teorie mnozin jsou

e E:={(zyy)|z €y}, ... nélezeni
o Id = {(z,y) |z =y} ...identita
e Ax =Id[ X ...identita na tiidé X

Definice 24 (Skladdni relaci). Pro relace R a S definujeme relaci
Ro S = {(u,w)|(Fv)(uRvAvSw)}
Priklad. IdoR = Rold=R, (z,y) € EoE «<— ze€Jy.
Definice 25 (Zobrazeni). Relace F' je zobrazeni (funkce) =
(Vu) (Vo) (Yw) (((u,0) € F A (uw) € F) = v =w).
Namisto u F'v piseme F(u) = v, pti definovani piseme F' : u — v.
Pozorovani. F' je zobrazeni <= (Vz € Dom(F))(3ly € Rng(F))(F(z) =y).

Definice 26 (Prosté zobrazeni, bijekce). Rekneme, ze zobrazeni F je

12



e prosté = F'~! je zobrazeni, ...injekce

e zobrazeni tfidy X do tiidy ¥ = Dom(F) = X A Rng(F) C Y, piSeme
F:-X>Y,

e zobrazeni tiidy X na tiidu Y = F: X — Y ARng(F) =Y, ...surjekce
e bijekce mezi tiidami X a Y = je to prosté zobrazeni X na Y.
Pozorovani. Pokud je F prosté, potom je F~1 také prosté.

Lemma 6. Pokud je f zobrazeni a Dom(f) mnoZina, potom f je také mnoZina.

Dikaz. Axiom nahrazeni nam fika, ze zobrazeni zobrazuji mnoziny na mnoziny,
tedy f[Dom(f)] = Rng(f) je mnozina a z axiomu vydéleni je tedy f C Dom(f) x
Rng(f) také mnozina.

d

Definice 27 (Ttida zobrazeni mezi mnozinami). Pro tfidu A a mnozinu a defi-
nujeme t¥idu vS8ech zobrazeni z mnoziny a do tiidy A jako

A=A{f|f:a— A}

Pozndmka. Nelze definovat A pokud B je vlastni tiida, potom by ta zobrazeni
f: B — A uz byla vlastni tiidy. Obménou f mnozina = Dom(f) mnozina.

Pozorovani. Pokud jsou A a B konecné mnoziny, tak je |BA‘ = |A||B|.
Priklad. °A = {2} a *@ = &, oviem @ = {T}. 0V =1,
Lemma 7. O velikosti tridy zobrazeni.

1. Pro libovolné mnoziny x,y je “y mnozZina.

2. Je-lix # @ a'Y vlastni trida, potom je *Y wvlastni trida.

Diikaz. Prvni ¢ast pomoci axiomu vydéleni, druhda pomoci nahrazeni.

1. f:2 =y, pak f C o xy, tedy f € Pz X y), takze *y C P(x X y).
Vyuzivame, Ze kartézsky souc¢in mnozin je mnozina.

2. Pro kazdé y € Y definujeme konstantni zobrazeni K, : x — Y jako u — y,
neboli K, = v x{y}. Protoze x # @, tak pro y; # y» je K, # K,,. Oznacme
K ={K,|y € Y} Zfejmé K C *Y. Sporem ukazeme, ze K je vlastni tfida,
(takze *Y taky). Predpoklddejme, ze K je mnozina a definujme zobrazeni
F: K — Y K, — y. Protoze pfedpokladame, ze K je mnozina, tak z
axiomu nahrazeni je i Y mnozina, ale to je spor. 0

Definice 28 (Ylastnosti relaci). Necht R CV x V je relace a X tfida. Oznac¢me
Rx = R | X. Rekneme, Ze relace R je na X

o reflexivni = Ay C R,
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e antireflexivni = Ax N R = @,

e symetrickd = Ry = Ry,

e slabé antisymetrickd = Rx N R)_(l C Ay,
e silné antisymetrickd = Rx N Ry = @,

e tranzitivni = Ry o Rx C Ry.

Pozorovani. Tyto vlastnosti jsou dédicné, neboli plati na kazdé podtride Y C X.

4.5 Usporadani
Definice 29 (Usporddani). Relace R C V' x V je na tiide X
e trichotomickd = (Vz,y € X)(x RyVy Rz VvV =y),
e ostré usporadani = je antireflexivni a tranzitivni na X,
e usporadani = je reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni na X,
e linedrni usporadani = je trichotomicka a usporadani na X.

Pokud je R usporadéni, tak misto x Ry piSeme z <p y. Déle definujme ostré
usporadani R’ := R\ Id. Namisto z Ry piseme = <pg y.

Pozorovani. Kazdé ostré usporaddni R je silné antisymetrické.

Dikaz. Kdyby ne, tak existuji z,y € X t.z. xt Ry a y Rx. Z tranzitivity = R x,
coz je spor s antireflexibilitou. 0

Umluva. Vsimnéme si, ze pokud je R ostré uspotradani, potom neni usporadani.
Pokud néjakému ostrému uspotradani budeme prifazovat vlastnosti usporadani,
napiiklad budeme hovorit o dobrém ostrém usporadani R, tak tim myslime, ze
R U Id je dobré usporadani.

Priklad. Identita neni ostré uspotfadani, protoze neni antireflexivni. Identita je
usporadani. Ale ne linedarni, protoze ruzné prvky nejsou porovnatelné. Nélezeni
nen{ usporadani (ani ostré usporadéni), protoze neni tranzitivni.

Definice 30. Nechf R je uspoiddéani na tiidé A a X C A. Prvek a € A je
e horni mez tiidy X = (Vz € X)(x <g a), ... také majoranta
e maximalni prvek tiidy X =a € X A (fz € X)(a <g 7),
e nejvetsi prvek tiidy X = a € X a je to horni mez X,
e supremum tiidy X = je nejmensi prvek tiidy vSech horni mezi X.

Nejvetsi prvek, resp. supremum zna¢ime maxg(X), resp. supz(X); pokud existuj.
Obdobné definujeme minorantu, minimalni prvek, nejmensi prvek a infimum.

14



Pozorovani. Kazdy nejvetsi prvek je maximalni. Pokud je R linedarni usporadant,
tak mazimdlni prvek je nejuyse jeden a pokud existuje, tak je nejuétsi. Nejvetsi
prvek 1 supremum je vZdy nejvyse jedno.

Definice 31 (Dolni mnozina). Necht R je uspoifddani na tiidé A. Tiida X C A je
e shora omezend v A = existuje a € A horni mez X,
e dolni mnozinav A= (Vz € X)(Va € A)(a <pz=ac X).

Kazdy prvek a € A urc¢uje dolni mnozinu
,a ={r|r € ANz <gpa}.
Pozorovani. Sjednoceni dolnich mnozin je dolni mnoZina.

Pozorovani. Necht R je uspordddni na tridé A. Pak pro libovolné x,y € A plati
v <py < (7] C &yl

Cili uspordaddni C na P(A) je svgm zpusobem univerzdlni. Kazdé uspordaddni lze
prevést na inkluzi.

Definice 32. Rekneme, ze usporadani R je na mnoziné A
o husté = (Vo,y € A)(z <y = (Fz € A)(z < 2 < y)),
e dobré = kazda neprazdna B C A ma nejmensi prvek,
e Uplné = kazda neprazdna, shora omezend B C A m& supremum.

Pokud je < linedrni, resp. dobré usporadani mnoziny A, tak fikdame, ze (A, <) je
linearné, resp. dobte usporadand mnozina. Pokud existuje néjaké iplné usporadéni
mnoziny A, tak fikame, ze A je uplna.

Pozorovani. Lineartita, dobrost a uplnost jsou dédiéné vlastnosti.

Pozorovani. Kazdé dobré usporddani je linedrni. Kdyby nebylo, tak by existovaly
néjaké dva neporovnatelné prvky a mnozina téchto dvou prvki by neméla nejmensi
prvek.

4.6 Vlastnosti znamych usporadani
Nize je uvedeno nékolik znamych usporadani a jejich vlastnosti.

e (N, <) Prirozend cisla se standardni interpretaci < je dobfe usporadand
mnozina. Jeji nejmensi prvek je nula.

e (Z, <) Standardni usporadani celych ¢isel je linedrni, ale neni dobré, protoze
viuci < neexistuje nejmensi celé ¢islo.

o (Z, =) Usporadani =z <y = (Jz| < |y|]) V (Jz| = |y| Az < y) celych ¢isel je
dobré. Toto usporadani vypada nasledovneé: 0,—1,1,—-2,2,—3,3, ...
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(Q, <) Standardni usporadédni racionélnich ¢isel je linedrni a husté, ale
neni dobré, protoze Q nema zadny nejmensi prvek vuci <. OvSem neni
tézké sestrojit néjaké dobré usporadani. Racionalni ¢isla nejsou uplna.

e (R, <) Standardni uspofadani redlnych ¢isel je linedrni, husté a tplné.
Ale neni dobré a dokonce ani nevime, jestli v ZF néjaké dobré uspotradani
realnych ¢isel vubec existuje.

e (Nt |) Pfirozend ¢isla bez nuly spolu s relaci délitelnosti jsou ¢dstecné
uspotfadani. Toto usporadani nemé zadny maximéalni prvek, ale zato ma
nejmensi prvek, a sice jednicku.

e (P(A), C) Potenéni mnozina libovolné mnoziny A spolu s inkluzi je ¢astecné
uspordadand mnozina. V tomto usporadani je prazdna mnozina @ nejmensi
prvek a A nejvétsi prvek.

o (X%, <pmx) Lexikografické usporddani koneénych fetézcii nad abecedou ¥
je dobré usporadani. Nejmensi prvek je prazdny fetézec.

4.7 Dedekindovy fezy

Nize predvedeme jednu z moznych konstrukei R z Q, konkrétné pomoci De-
dekindovych tezu. Predpokladejme, ze Q uz mame.

Definice 33. Mnozina X C Q je Dedekinduv tez =
1. X je dolni mnozina Q,
2. existuje-li supgy(X), potom supg(X) € X.

Takze tieba QN (—o00, 1) neni dd. fez, ale QN (—o0, 1] ano. Jinak by to nebylo
jednoznacné. Ovsem Q N (—o00,v/2) = Q N (—o0,v2] je dd. fez, protoze tato
mnozina nema v Q supremum.

Definice 34. Redln4 ¢isla definujeme jako R := {x € P(Q) |x je Dedekinduv fez }.
My s realnymi ¢isly ovSem vétsinou budeme pracovat spise jako s nekonec¢nymi

binarnimi zapisy.

4.8 Ekvivalence a kvaziusporadani
Definice 35. Relace R C V x V je na tiidé X
e kvaziusporadani = je reflexivni a tranzitivni na X,
e ckvivalence = je reflexivni, symetricka a tranzitivni na X.

Definice 36 (Ttidy ekvivalence). Necht R je ekvivalence na tiidé X. Proz € X
definujeme ttidu

[2]r ={y|ly € X Az Ry} = R{z}| N X,

kterou nazyvame ekvivalen¢ni tiida prvku z. Pokud je X mnozina, tak z axiomu
vydéleni je [z]g také mnozina. V tom piipadé definujeme mnozinu ekvivalen¢nich
ttid mnoziny X podle ekvivalence R jako

X/R =A{lz]p € P(X) |z € X}.
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Definice 37. Rozklad mnoziny X je libovolnd mnozina R C P(X) t.z.
1. (Va e R)(a # @),
2. VabeR)(a#b=anNb=0),
3. UR=X.

Lemma 8. Pokud je ~ ekvivalence na mnoziné X, potom je X/~ rozklad X .

Diikaz. Musime ukazat, ze X/~ spliuje definici rozkladu.
1. Z reflexivity x ~ z, tedy = € [z] pro kazdé [z] € X/ ~.

2. Obménou: ukazeme [z] N [y] # & = [z] = [y]. Chceme ukdzat, ze pokud
existuje t € [z] N [y] a a € [z], potom a € [y]. Vime, ze a ~z, x ~ 1, t ~y
a tudiz z tranzitivity a ~ y. Pouzili jsme i symetrii.

3. Staci ukazat, ze pokud x € X, potom existuje a € X/ ~ t.z. © € a. Ale
toto a je prosté [x].
d

Pozorovani. Pokud je relace < kvaziusporaddni na mnoziné X, potom muzeme
definovat ekvivalenci ~ na X predpisem

r~y=xSyANy S
Potom muzeme definovat usporadani < na mnoziné X/~ jako
[zl <[yl =z Sy

Tato konstrukce je velmi sikovna, ¢asto se totiz potykame s mnozinou X, ktera
je skoro uspotradana relaci R, az na to, ze R neni antisymetrickd na nékterych
podmnozinach X. Potom prosté prohlasime tyto zlobivé prvky za ekvivalentni a
definujeme nové uspotradani na ttidach ekvivalence.

Ovsem pokud je X vlastni tiida, tak to nemusi fungovat. Muze se stat, ze pro
néjaké x € X bude [z]. také vlastni tiida, a potom nelze definovat X/~.

17



5 Srovnavani mohutnosti mnozin
Definice 38. Pro mnoziny x a y definujeme relace
1. x = y = existuje bijekce f : x — vy,
2. x =y = existuje prosté zobrazeni f : xz — v,
.x<y=rx=yAx&y.

Pozndmka. Pro tiidy tato definice neméa smysl, protoze je nelze kvantifikovat.

Pozndmka. Relaci x < y jsme také mohli definovat jako ,existuje zobrazeni y
na x“. Ale potom by véta [11]| nesla dokazat bez AoC. Duvod je nasledujici.

Plati: Existuje-li prosté zobrazeni x do y, potom existuje zobrazeni y na x.
Prosté vezmu ten jednoznacné urceny prvek. Ale opacny smér bez AoC neplati,
protoze se na jeden prvek muze zobrazit az nekonec¢né mnoho prvku a tohle se
muze stat nekonecné-mnoho krat, takze to prosté zobrazeni v opa¢ném sméru bez
AoC nesestrojim.

Pozorovani. Pro libovolné mnoZiny x,y, z plati

e v Cy = x =y,

e xCy = =Xy, ...alenexr <y
e I T, .. .identitou
s IRy — Y=, ... inverzni bijekct
e TrRYNYyRz) = X2z, ... slozent bijekct je bijekce
e r=ux, .. .identitou
e (r=yANy=<z) = =3z ... sloZeni prostiyjch zobr. je prosté
e = je trichotomickd <= plali axiom vybéru. ... cozZ dokazeme

Dusledek. Relace =~ je ekvivalence a = je kvaziuspordadani. Ale ne usporddant,
protipriklad na antisymetrii je tieba {@} a {{D}}.

Priklad. Mohli bychom z kvaziusporadani < vyrobit usporadani na ekvivalenénich
tiidach [z]~? Bohuzel ne, protoze to jsou vlastni tiidy, takze V/ ~ neexistuje.
Kdyby pro néjaké x # & byla [z]~ mnozina, tak V' = | J[z]~ by také byla mnozina.

Lemma 9. Necht x,y,x1,y, a 2 jsou mnoZiny. Pak
1. xxy~yXxXux,
2.z x (yxz)=(rxy) Xz,
3 (rrumANy~y) = (xxy) = (r1 Xy1),
4w~y = Plx)=Ply),
5. Plx) =~ *2. ..2=H0,1} = {2,{o}}
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Diikaz. Vzdy sestrojime néjakou bijekei h.
L. h:(u,v) — (v,u),
2. h:(a, (b)) ((a,b),c),
3. frx—xag:y— y. Udéldme h: (a,b) — (f(a), g(b)),
4. f:x —y. Udelame h : u — flul,

5. Pro u C z definujeme charakteristickou funkei x, : ¢ — {0, 1} pfedpisem

(a) 1, ae€u,

u(a) =

X 0, aé¢u.

Bijekci b : P(z) — *2 definujeme jako h : u +— xy. 0

5.1 Cantor-Schroder-Bernsteinova véta

Definice 39 (Monoténni zobrazeni). Zobrazeni H : P(z) — P(y) je monoténni
vzhledem k inkluzi = pro vSechny u,v C x plati

uCv= H(u) C H).
Priklad. A C P(x) usporadand pomoci C, pak sup-(A) = [JA a infc(A4) = A.

Lemma 10 (O pevném bodu). Je-li H : P(x) — P(x) monotdnni vzhledem k
inkluzi, pak existuje ¢ € P(x) t.2. H(c) = c.

Intuice. Predstavme si na chvili, ze H je funkce realnych cisel a chceme najit jeji
pevny bod. Potom davé smysl se podivat na mnozinu {z |z < H(x)}. Nemélo by
nas piekvapit, kdyby supremum této mnoziny byl pevny bod.

Diikaz. Necht A = {u € P(z)|u C H(u)} a oznaéme ¢ = supc(4) = [JA.
Ukéazeme, ze H(c) = c. Pro kazdou u € A plati

u C e, ¢ je horni mez A (1)
u C H(u), ue A

H(u) € H(c), H je monoténni
u C H(c). z predchozich dvou

Tedy H(c) je horni mez A. Protoze ¢ je nejmensi horni mez A, tak plati

c C He), ¢ je supremum A
H(c) C H(H(c)), H je monoténni (2)
H(c) € A, podle
H(e) Ce. podle
Méme inkluzi v obou smérech, takze ¢ = H(c). |
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Véta 11 (Cantor, Schroder, Bernstein). x xy <= (r SyAy X z).

Diikaz. Smér ‘= je trividlni. Pro ‘<=’ necht f:x — y a ¢ : y — @ jsou prostd
zobrazeni. Uvazme ,indukovana® zobrazeni

f:P(x) = Ply) g:Ply) = Px)
u— flu], v glv].

Napiiklad f({1,2,3}) = {f(1), f(2), f(3)}. Vsimnéme si, ze f1 g jsou monoténni
vzhledem k inkluzi. Chceme zobrazit kus x pomoci f na kus y a zbytek y zobrazit
pomoci g zpatky na zbytek z. Ale obecné to nemusi dohromady vyplnit celou
mnozinu x a muzou tam byt néjaké duplicity.

Definujme zobrazeni H : P(x) — P(x) jako H : u — = — g(y — f(u)). Deéla
to, co je popsané vyse a na konci vezme doplnék. Nasim cilem je najit néjaké
c Cux,aby H(c) = c, tedy c a g(y — f(c)) tvoii rozklad z. Staci ukdzat, ze H je
monoténni vzhledem k inkluzi. Vezméme libovolné v C v C x. Mame

f(u) C f(v), f je monoténni
y—f(u) Dy —f(v), doplnék do y
gy — f(u)) 2 gy — f(v)), g je monoténni

H(u) € H(v). doplnék do x

Podle lemmatu (10| ma4 H pevny bod, oznac¢me jej c. Tedy ¢ = = — g(y — f(c)),
takze gly —f(c)] = x —c. To znamen4, ze restrikce g [ (y—£(c)) je prosté zobrazeni
y — f(c) na x — ¢, ¢ili bijekce. Inverze bijekce je opét bijekce, tedy ¢! | (x — c) je
bijekce mezi x —c a y — f[c|. To doplnime bijekei f | ¢ mezi ¢ a f[¢], ¢imz ziskdme
bijekci h == (f [ ¢c)U (g7 | (x —¢)) mezi x a y:

_ f(a), a € c,
ha) {g_l(a), a€x—ec. d

5.2 Priklady na srovnavani mohutnosti

Mnozinu prirozenych ¢isel danou axiomem nekonecna budeme znacit w. Ovsem
pokud budeme chtit o prirozenych ¢islech mluvit jako o éislech a ne jako o
mnozindch, tak budeme stale pouzivat znaceni N.

Priklad. w ~ w X w. Vyuzijeme vétu [11] a definujeme prosté zobrazeni

frw—wxw JrwXw—w
n— (n,0), (a,b) — 293"

Zobrazeni g je prosté ze zakladni véty aritmetiky.

Priklad. w ~ Q. Zlomky jsou vlastné usporadané trojice Q C w x w x 2. Naptiklad
—3/4 ~ (3,4,1) nebo 4/8 ~ (4,8,0). Definujeme prostéd zobrazeni

frw—0Q g:Q—w
n— (n,1,0), (a,b,s) — 293" 5%

Cili w < Q a zédroven Q < w, tedy podle Cantor-Bernsteinovy véty w ~ Q.
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Priklad. [0,1]* =~ [0,1], tedy ctverec se zobrazi na tisecku. Hezké vysvétleni je ZDE.

Lemma 12. Pokud pro mnozZinu x plati x X © ~ x, tak 2" =~ x pro kaZdé n € N.

Diikaz. Kdyzn = 1, tak hledana bijekce je identita. PFfedpoklad nam dava bijekci
fo i 2% — x, pomoci které induktivné definujeme bijekce f,,; : 2" — z jako

fn+1 : (al,...anH) — fg(fn(al,...an),an+1). D

5.3 Konecné mnoziny
5.3.1 Definice konec¢nosti

Nejptirozenéjsi definice je: = je konetnd = (In € w)(z =~ n). My to udélame
trochu oklikou, protoze s touto definici se Spatné dokazuji véci.

Definice 40 (Tarski). Mnozina z je konetnd = kazda nepréazdna a C P(x) ma
maximalni prvek vici inkluzi. Pokud je x konecénd, tak piseme Fin(x).

Intuice. Tohle zjevné plati pro vSechny konecné mnoziny. Vyberu néjaky prvek.
Pokud je maximélni, vyhral jsem. Pokud neni, tak existuje vétsi, vyberu jej a
opakuji. Ale tfeba pro mnozinu ptirozenych ¢isel N to uz neplati. Kdyz oznac¢ime
[n] == {1,2,...n}, tak mnozina {[n]|n € N} C P(N) nemd maximélni prvek.
Vsimnéme si, ze podobny protiptiklad muzeme zkonstruovat pro libovolnou ne-
kone¢nou mnozinu.

Pozorovani. Mnozina x je koneénd <= kaZdd neprdzdnd a C P(x) md mi-
nimdlni prvek vuci inkluzi.

Diikaz. Definujeme d : P(x) — P(z),u — x \ u. Potom u C v < d(u) 2 d(v).
Klicova ivaha: v je maximum mnoziny a C P(z) <= d(v) je minimum mnoziny

dla) = {d(u) |u € a}. n

Lemma 13. Je-li x konecnd a y nekonecnd, potom x < y.

Diikaz. Pro spor necht y < z, tedy existuje prosté zobrazeni f : y — z. Jelikoz
y je nekonecnd, tak existuje @ # u C P(y), kterd nema maximélni prvek vuci
inkluzi. Definujme zobrazeni g : P(y) — P(x) jako g : a — f|a]. Nyni mnozinu
u € P(y) zobrazime na mnozinu glu] C P(x). Protoze je x konecnd, tak g[u
mé maximalni prvek viéi inkluzi, oznaé¢me jej m. Zobrazme nyni m pomoci g~*
zpdtky do u, ¢imz ziskdme ny = g~'(m) € w. Jelikoz u nemd maximéln{ prvek
viuci inkluzi, tak existuje ny € u t.z. ng C ny. Jelikoz je f prostd, tak jsou g a g—*
také prosté, a proto m = g(ng) C g(ny1), coz je spor s maximalitou m.

d

Definice 41. Mnozina x je dedekindovsky konecnd = (Vy)(y C = = y < x).

Lemma 14. Je-li x konecnd, potom je 1 dedekindovsky konecnd.
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Diikaz. Pro spor necht pro néjaké y C z plati y ~ x a definujeme mnozinu vsech
takovych zlobivych y jako

A={ycualy=a}

Protoze A # @ a A C P(z), tak z konec¢nosti x existuje ¢, minimalni prvek A
vuci inkluzi. Protoze = = ¢, tak existuje bijekce f : x — c¢. Oznacme d = f|c|.
Protoze ¢ C x, tak f[c] C f[z], tedy d C ¢. Jenze f | ¢ je bijekce mezi ¢ a d, tedy
c=d, z tehoz d = x, tedy d € A. To je spor s minimalitou c. 0

Pozndmka. Opacné implikace nelze dokazat v ZF, potiebujeme AoC. V ZF do-
konce existuji dedekindovsky kone¢né mnoziny x, pro které je P(x) dedekindovsky
nekonecna. Proto ta definice neni moc Sikovand.

Pozndmka. Dalsi ekvivalentni definice konecnosti s Tarského. Fin(z) <=
e cxistuje linearni usporadani ‘<’ na x, které je dobré, a ‘>’ je také dobré.
e existuje linearni usporadani na x a kazdé dvé lin. usp. jsou izomorfni.
e P(P(z)) je dedekindovsky konecén4.

e (In cw)(z ~n).

5.3.2 Vlastnosti usporadani koneénych mnozin

Lemma 15. Je-li a koneénd mnoZina, usporddand relaci <, potom ma kaZdad
neprdzdnd b C a minimdlni i mazximdlni prvek vuci <.

Dikaz. Maximalitu vuéi < prevedeme na maximalitu vaci C. Méame (a, <) a
& # b C a. Pro kazdé x € b uvazme (+—,z] C a. Oznaéme u = {(t,z||x € b} C
P(a). Jelikoz u # @ a a je koneénd, tak v md minimalni i maximalni prvek vuaci
inkluzi. Vsimnéme si, ze pokud je (+—,m] maximélni v u vzhledem k C, tak m je
maximalni v b vzhledem k <. Obdobné pro minimum. 0

Veéta 16. Kazdé linedrni usporadani na konecné mnoziné je dobré.

Diikaz. Je to ptimy dusledek: v linedrnim uspotradani je minimalni prvek auto-
maticky i nejmensi.
d

Definice 42 (Izomorfismus). Necht A;, Ay jsou tifdy a Ry, Ry relace. Bijekce
F: A — A, je izomorfismus tiid Ay, Ay vzhledem k relacim Ry, Ry =

(Va,y € A1) ((z,y) € R < (F(z),F(y)) € R»).

Priklad. Specialnim piipadem izomorfismu je izomorfismus grafu. Tam jsou tiidy
Ay a Ay mnoziny vrcholu grafu Gy a Gs, relace Ry je relaci byt hranou v G1“ a
Rs je relaci ,,byt hranou v Go“. Potom je bijekce f : Vi — V5 izomorfismus graft
G1= (V1, Ey) a Gy = (Vi Es) préave tehdy, kdyz

(Vu,v € V1)((u,v) € By <= (f(u), f(v)) € Ey).
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Izomorfismy se hodi i kdyz hovoifme o uspofadénich. Rekneme, 7e F je pocatkové
vnoreni A do B, je-li to izomorfismus néjakych dolnich podmnozin A a B.

Definice 43 (Pocétkové vnoreni). Necht (A4, <g) a (B, <g) jsou usporadané
mnoziny. Zobrazeni F' je pocatkové vnoreni A do B =

1. Ap == Dom(F') C A je dolni mnozina v A vuéi <g,
2. Bp = Rng(F) C B je dolni mnozina v B vuci <g.
3. F je izomorfismus Ap a Bp, vzhledem k R a S, tedy

(Vai,az € Ap)(ar <gaz <= F(a1) <5 F(az)),

Lemma 17. Necht F a G jsou pocdtkovd vnoreni dobre usporddané mnoZiny
(A, <g) do dobre usporddané mnoziny (B, <g). Pak plati, Z2e F C G nebo G C F.

Diikaz. Jelikoz Dom(F) i Dom(G) jsou dolnf mnoziny A a R je linedrni, tak bud
Dom(F) C Dom(G), nebo naopak. BUNO necht Dom(F) C Dom(G). Ziejmé
F,G C A x B, takze staci dokézat, ze

r € Dom(F) = F(z) = G(x).
Pro spor necht to neplati a definujme
W = {z € Dom(F)| F(x) # G(z)}.

Protoze R je dobré, tak existuje w = ming(W). Jelikoz F(w) # G(w), tak z
linearity S nastane bud F(w) <g G(w) nebo G(w) <g F(w), BUNO necht plati

F(w) <g G(w). (3)

Ukédzeme, ze F(w) ¢ Rng(G), takze Rng(G) neni dolni mnozina B, coz je spor.
Pro libovolné z € Dom(G) nastane jedna ze dvou situaci:

1. z <gw, z ¢ehoz G(z) <g F(w), protoze

G(z) = F(z), w je nejmensi, pro ktery se nerovnaji
F(z)

A

s F(w). F' je izomorfismus

2. w <p z, z ¢ehoz F(w) <g G(z), protoze

F(w) <s G(w), podle (i3]
G(w) <g G(2). G je izomorfismus

V kazdém piipadé F(w) # G(z), tedy F(w) ¢ Rng(G).
4

Véta 18 (O porovnavani dobrych uspotrdadani). Pokud jsou (A, <g) a (B, <g)
dobre usporadané mnozZiny, tak existuje pravé jedno zobrazeni F', které je izo-
morfismem A a néjaké dolni podmnoziny B, nebo izomorfismem B a néjaké
dolni podmnoziny A. Tedy minimdlné jedna z téch mnozin se celd vycerpd a F je
pocatkové vnorent.
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Diikaz. Ozna¢me P mnozinu vSech pocatkovych vnoreni A do B. Tvrdime, ze
F :=J P je ten hledany izomorfismus. Ovéiime vSechny podminky:

1. F je zobrazeni. Kdyz (z,v1), (z,y2) € F, tak existuji poc¢atkovd vnoreni
Fi,Fy € Ptz (x,y1) € Fy a (z,y2) € Fy. Podle lemmatu plati F; C F,
nebo Fy C F;. V kazdém ptipadé jsou obé ty dvojce v alespon jednom z Fj
nebo Fj, ale protoze to jsou zobrazeni, tak musi byt y; = vs.

2. I je prosté. Podobné, jenom vyuzijeme, ze F a F, jsou pocatkova vnorent,
tedy izomorfismy, tedy bijekce, takze jsou prosté, z ¢ehoz xq = xs.

3. F' je pocatkové vnoteni

(a) Dom(F') je doln{ mnozina v A. Necht € Dom(F), y € A ay <g .
Pottebujeme ukazat, ze y € Dom(F). Jelikoz z € Dom(F), tak existuje
néjaké pocatkové vnoreni I’ € P t.z. « € Dom(F”). Protoze Dom(F")
je dolni mnozina, tak y € Dom(F") C Dom(F).

(b) Rng(F) je dolnf mnozina v B. Uplné stejné argumentace.

(¢) F je izomorfismus. Nejprve si uvédomme, Ze protoze je F' prosté, tak
je to bijekce mezi mnozinami Dom(F) a Rng(F). Nyni necht z,y €
Dom(F"), potfebujeme aby

Opét musi existovat néjaké F’ € P t.z. y € Dom(F"). F' je pocatkové
vnoreni, takze Dom(F") je dolni mnozina, tedy x € Dom(F"). Navic,
protoze je F’ izomorfismus, tak

F(z) = F'(z) <s F'(y) = F(y).
4. Dom(F) = A nebo Rng(F) = B. Pro spor necht A\ Dom(F) i B\ Rng(F)

jsou neprazdné. Tedy maji nejmensi prvky a,b. VSimnéme si, ze F' .= F U
{(a,b)} je také pocatkové vnofeni, tedy F’ € P, coz je spor. Proc¢ je to
pocatkové vnotreni? Protoze Dom(F’) je dolni mnozina v A, tak vSechny
prvky v A\ Dom(F) musi byt vétsi nez vsechno v Dom(F). Tedy a bude
novy nejveétsi prvek v Dom(F”). Podobné pro b a izomorfismus.

5. Jednoznacnost. Pro spor necht existuji dvé takova zobrazeni I} # F;. Podle
lemmatu (17| necht BUNO F; C F,. Protoze F; # F5, tak existuje néjaké
(a,b) € Fy \ Fi. Jenze potom pro Fy nemuze platit [4] coz je spor. 0

Veéta 19. KazZda dvé linedrni usporadani na koneéné mnoziné jsou izomorfni.

Diikaz. Necht R, S jsou linedrni uspofddéni na koneéné mnoziné z. Protoze x
je konecn4, tak diky véte [16] jsou to dokonce dobra usporadani. Mame tedy dveé
dobfe usporadané mnoziny, (z, <g) a (z, <g). Podle pfedchozi véty je mnozina
(x, <g) izomorfni s néjakou dolni mnozinou (a, <g), kde a C z. Mohlo by to byt
i naopak, ale BUNO uvazme tuto variantu. Chceme ukazat, ze x = a. Pro spor
necht a C z. JelikoZ se jednd o izomorfismus, tedy specidlné bijekci, tak a ~ .
Coz ale znamena, ze x neni dedekindovsky kone¢nd, a to je spor s lemmatem %
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5.3.3 Operace zachovavajici konecnost
Lemma 20. Plat?

1. Fin(z) Ny Cx = Fin(y),

2. Fin(z) ANy =z = Fin(y),

3. Fin(z) Ny <2 = Fin(y).

Dukaz.

1. Ukdzeme, ze libovolnd @ # w C P(y) mé maximélni prvek. To je jedno-
duché, protoze w C P(y) C P(x), tudiz w C P(z) a x je konecnA.

2. Ziejmé P(x) ~ P(y), dokonce jsou izomorfni vzhledem k C. Vynechdme
detaily.

3. Plyne z predchozich dvou. Vezmeme néjakou z C x t.z. z = y. 0

Lemma 21. Sjednoceni konecényjch mnozin je konecné:
1. Fin(z) A Fin(y) = Fin(z Uy),

2. Fin(z) = (Vy)Fin(z U {y}). ... trividlnd disledek

Diikaz. Necht @ # w C P(x Uy), nalezneme maximalni prvek. Idea je takové,
7e se zvlast podivdme na z-ové a y-ové prvky mnoZin ve w, najdeme maxima a
zkombinujeme je. Definujme zobrazeni

fo:w— P(x) fyw— Py)
u—une, ur—uny.

Potom oznacme
w, = {fe(u) |u € w}.
Ziejmé & # w, C P(x), takze ma maximélni prvek vuci inkluzi, oznacme jej v,.
Nyni polozme
wy = {fy(u)|uewA f,(u) =0}
Opét @ # w, C P(y), takze ma maximalni prvek v,. Vsimnéme si, ze v, U v, je
hledany maximalni prvek mnoziny w. Kdyby ne, tak by to byl spor s maximalitou
v, nebo v,
d
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5.3.4 Princip indukce pro konec¢né mnoziny

Definice 44. Definujeme tiidu vSech kone¢nych mnozin Fin := {z | Fin(z)}
Véta 22 (princip indukce pro konetné mnoziny). Je-li X trida, pro kterou plati
1. e X,
2. xe X = Vy(zU{y} e X),

potom Fin C X.

Diikaz. Pro spor necht existuje ngjakd mnozina x € Fin \ X. Definujme
w={vCuz|ve X}

Podle je I € w, takze @ # w C P(x). Protoze je x koneénd, tak w ma ma-
ximalni prvek vuci inkluzi, oznac¢me jej vy. Tedy vy C z, ale vy # x, protoze
vo € X. To znamend, Ze existuje néjaky prvek y € x \ vg. Polozme vy = vy U {y}.
Podle [2| plati v; € w, coz je spor s maximalitou vy. .

Lemma 23. Fin(z) = Fin(P(x)).

Diikaz. Pomoci principu indukce. Ukazeme, ze tiida X = {z | Fin(P(z))} splauje
obé dvé podminky, z ¢ehoz Fin C X a plati to pro vSechny koneéné mnoziny.

1. @ € X, protoze P(@) = {@} je konetnd mnozina.

2. Nechf € X a y je libovolnd mnozina, ukédzeme zU{y} € X. BUNO y ¢ x.
Rozdélime P(zU{y}) na dveé ¢asti: P(z) a z .= P(zU{y})\P(x). Vsimnéme
si, ze P(x) =~ z bijekei f : P(z) = z,u — uU{y}. Z predpokladu je P(z)
konecnd, tedy z konecna také a sjednoceni konecnych mnozin je konecné,
tedy P(z) Uz =P(xzU{y}) je koneéna mnozina. 0

Dusledek. Fin(z) A Fin(y) = Fin(z x y)

Dikaz. x x y C P(P(z Uy)), jak jsme jiz ukdzali v ditkazu lemma [4]

J

Lemma 24. Sjednoceni konecné mnoha koneényjch mnozin je koneénd mnozina.

Fin(z) A (Va € z) Fin(a) = Fin(U z).

Diikaz. Pomoci principu indukce. Necht X = {z|z C Fin = Fin((Jz)}.

1. @ € X, protoze | 2 = @ a Fin(9).
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2. Necht x € X, y je libovolnd mnozina, ukazeme x U {y} € X. Pokud y je
nekonecnd, tak x U {y} € Fin. Jinak jeji suma je

Ueu{y) =yuJz
Na pravé strané je sjednoceni dvou konec¢nych mnozin, coz je konecna
mnozina. Q
Dusledek (Dirichletuv princip pro nekoneéné mnoziny). Je-li nekonecénd mnozina
sjednocenim konecéné mnoha mnozin, pak alespon jedna z nich je nekonecnd.

V 1tvodu do této kapitoly jsme zminovali, ze v ZF nelze dokéazat, ze relace <
je trichotomicka. Ovsem pro koneéné mnoziny to lze pomoci indukce.

Lemma 25. KazZdd konecnd mnoZina je srovnatelnd se vsemi mnozZinams.
Fin(z) = (Vy)(z <y Vy =< x).

Diikaz. Indukei. Polozme X = {x | (Vy)(x [y Vy < x)}.
1. @ € X protoze (Vy) : @ C y, takze @ < y.
2. Necht z € X, u je libovolnd mnozina a z = z U {u}. Chceme ukazat, ze
z € X. BUNO u ¢ z. Necht y je libovolnd mnozina. Podle predpokladu je
x =y nebo y < z. Mohou nastat dvé moznosti:
(a) y 2z, pak y 2w U {u}.
(b) x <y, ukdzeme zU{u} < y. Necht f :z — y je prosté zobrazeni x do

y. Jelikoz x < y, tak existuje v € y \ f[z]. Definujme ¢ : 2 U {u} =y
jako g == fU(u,v). g je prosté zobrazeni xU{u} do y, tedy zU{u} < y.

4

Priklad. Pokud Fin(x) a f : x — y, potom Rng(f) < x.
Priklad. Kazdou koneénou mnozinu lze dobfe usporadat.

5.4 Prirozena c¢isla a axiom nekonec¢na

Zermelo chtél ptirozend ¢isla definovat jako 0 .= @ a n := {n — 1}. Russel a
Frege zase jako n = {z |z mé n prvku}, to jsou ale vlastni tfidy. Dnes se pouziva
definice, kterou navrhl Von Neumann:

0:=2,1={0},2:={0,1},... n+1:={0,1,...n} =nU{n}.
Definice 45. Definujeme funkei néslednika jako S : V — V jako S : v — vU{v}.
Definice 46. Mnozina w je induktivni, Ind(w) = @ € w A (Vv € w)(S(v) € w).
Axiom (Nekone¢na). Eristuje néjakd induktivni mnozina, neboli (3x) Ind(z).
Definice 47. Mnozina vSech prirozenych ¢isel je w == ({w | Ind(w)}.
Lemma 26. w je nejmensi induktivni mnozina.

Dikaz. Pokud je w induktivni, tak @ € w, takze @ € w. Pokud n € w, tak
(Vw)(Ind(w) = n € w), tedy i S(n) € w a tudiz S(n) € w.
d
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5.4.1 Princip indukce pro prirozena cisla

Véta 27. Pokud X C w a X je induktivni, potom X = w.

Dikaz. 7 definice w plati w C X, tedy mame inkluzi v obou smérech.

J

Dusledek. Chceme dokdzat (Vn € w) p(n), misto toho dokdzeme
p(0),  (Yn€w)(p(n) = ¢(S(n))).
Potom podle principu indukce plati X = {zr € w|¢(z)} = w.
Lemma 28 (o vlastnostech ptirozenych ¢isel). Pro libovolnd n,m € w plati
I.new=nCuw,
2. men=mCn,

Dikaz.

1. Dokézeme indukci podle n. Pro nulu to plati, protoze 0 C w. Potom pro
n € w uz mame n C w. Protoze n € w, tak {n} Cwainu{n} Cw

2. Indukci podle n. Pro nulu to zjevné plati. Nyni necht to plati pro n. Chceme
ukézat, ze pokud m € S(n), potom m C S(n). Jelikoz m € S(n) =nU{n},
tak bud m € n a podle i.p. m C n C S(n). Nebo m =n C S(n).

3. Pro nulu to plati. Nyni necht n € w a n ¢ n. Pro spor predpoklddejme,
ze S(n) € S(n) = nU {n}. Potom bud S(n) € n nebo S(n) = n. V obou
piipadech dostavame inkluzi S(n) C n. Jenomze S(n) = n U {n}, takze
n € n coZ je spor s i.p. 0

5.4.2 Alternativni definice koneénosti

Lemma 29. Kazdé prirozené ¢islo je koneénd mnozina. Nebolin € w = Fin(n).

Diikaz. Indukei. Zjevné Fin(0). Nyn{ necht pro n € w plat{ Fin(n). Podle lemmatu
o sjednocovani kone¢nych mnozin mame Fin(n U {n})
4

Véta 30. Mnozina x je koneénd <= (In € w)(z =~ n).

Diikaz. Smér ‘<=’ z lemmatu. Opaény smeér indukei pro koneéné mnoziny. Defi-
nujeme mnozinu

X ={z|(Fn ew)(z~n)}.
Splnime pfedpoklady principu indukce, z ¢ehoz poplyne Fin(z) = x € X.

1. ¥ € X, protoze @ =~ 0.
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2. Necht z € X a y je mnozina. Chceme ukazat x U {y} € X. Mdme = ~ n
pro néjaké n € w. BUNO nechf y ¢ x (jinak z U{y} = = =~ n). Tvrdime,
ze xU{y} ~ S(n). Bijekci f : x — n rozsifime o prvek (y,n), ¢imz ziskdme
bijekci g : z U{y} — S(n). Tedy 2 U{y} =~ S(n) azU{y} € X. 0

Lemma 31. w je nekonecnd. ... vSechny ostatni induktivni mnozZiny také

Dikaz. Musime najit néjakou neprazdnou podmnozinu P(w), kterd nema ma-
ximalni prvek. Ukaze se, ze to je samotnd w. Podle lemmatu o vlastnostech
prirozenych éisel pro kazdé n € w plati n C w, tedy n € P(w), proto w C P(w).
Zjevné w # @. Ukazeme, ze nemd maximalni prvek vuéi inkluzi. Kdyz n € w, tak
n CnU{n} € w, tedy n neni maximalni.

d

Lemma 32. w je dedekindovsky nekonecnd.

Dikaz. Musime najit néjakou mnozinu w C w t.z. w = w. Vezmeme mnozinu
w = w \ {0}. Nasi bijekei je funkce néslednika S : w — w.

Pozndmka. Jelikoz kazda koneénd mnozina je ded. konecnd, tak kazdy ded. ne-
koneénd mnozina je nekoneénd (obména). Coz je dalsi dikaz nekone¢nosti w.

5.4.3 Usporadani prirozenych cisel relaci nalezeni

Lemma 33. Pro libovolnd n,m € w plati

men < macCn

Diikaz. Smér ‘=’ plyne z m Cn an ¢ n. Smér ‘<=’ indukei podle n. Pron =0
nelze splnit piedpoklad m C 0, takZe to plati. Nyni necht to plati pro néjaké
n € w. Predpokldaddame, ze m C S(n), budeme chtit ukazat, ze m € S(n).
Ukéazeme m C n, tedy bud m C n apodlei.p. m € n, nebom = n, kazdopadné
menU{n} =S5(n).
Pro spor necht m C S(n) = nU{n}, ale m € n. Potom musi byt n € m, tudiz
podle lemmatu 28 n C m, takze n U {n} = S(n) C m, coz je spor s m C S(n).

J

Lemma 34. Relace € je linedrni ostré uspordadani na w. Neboli pro vsechna
k,n,m € w plati

1. n¢n, ... antireflexibilita

2. menAnek=meck, ... tranzitivita

3 menVm=nVne&m. ... trichotomie
Diikaz.

1. Jak jsme dokézali v lemmatu [28
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2. Podle ptedchoziho lemmatu lze relaci € zaménit za C, coz je tranzitivni.
Slo by to také piimo z vlastnosti m € n = m C n, ale tohle je hezdi.

3. Pro pevné zvolené n to dokazeme indukci podle m. Definujme mnozinu
X(n) ={m € wilm € nVm = nVn € m}. Dokdzeme, ze X(n) je
induktivni a tedy X(n) = w. Nejprve uvazme n = 0. Urcite 0 € X(0),
protoze 0 = 0. Indukéni krok: je-li m € X(0), tak bud m = 0 nebo 0 € m.
Kazdopadné 0 € m U {m} = S(m) a tedy S(m) € X(0). Z toho také
vyplyva, ze (Vn € w)(0 € X(n)). Nyni zvolme n # 0 a m € X(n).

(a) m € n, takze podle predchoziho lemmatu m C n. Také {m} C n, tedy
S(m) C n. Pokud S(m) = n tak jsme hotovi. Pokud S(m) C n, tak
podle predchoziho lemmatu S(m) € n.

(b) m = n nebo n € m. Kazdopaddné n € mU {m} = S(m).

Tedy S(m) € X(n) a X(n) = w. 0

Véta 35. w je dobre ostre usporddand relaci €.

Diikaz. Necht @ # a C w. Jelikoz € je linedrni na w, tak ndm staci najit
minimalni prvek a (bude automaticky i nejmensi). Zvolme néjaké n € a. Pokud
je minimdlni, tak jsme vyhrdli. Jinak necht b := n N a. ProtoZe n je konecnd, tak
b je konecnd (a neprazdna). Podle lemma |15 ma b minimdlni prvek, oznacme jej
m. Tvrdime, ze m je minimalni i v a. Kdyby existovalo néjaké x € a t.z. x € m
(je mensi nez m), tak dojdeme ke sporu. Jelikoz x € m € n, tak © € n a mame
x € b. Ale m je minimalni v b. 0

Umluva. Bézné to budeme zkracovat: pokud o néjaké mnoziné prohlasime, ze
)

je ,dobfe uspotadand relaci €“, tak tim myslime, ze je ,dobfe ostie usporadana

relaci €“.

Dalsi véta nam umozni poznat, kdy je néco usporadané stejné jako w.

Véta 36 (o charakterizaci usporaddni € na w). Necht A je nekoneénd mnoZina
s ostrym linedrnim uspordaddnim ‘<’ takovym, Ze pro kaZdé a € A je mnoZina
(«— ,a] koneéna. Potom je ‘<’ dobré ostré uspordddni a navic jsou uspordadané
mnoziny (A, <) a (w, €) izomorfni.

Diikaz. Prvni ¢ast je témeér stejnd jako dukaz posledni véty.

1. ‘<’ je dobré: Necht @ # ¢ C A a a € c. Pokud a nen{ minimdln{ (nejmens{),
tak ozna¢me b = ¢ N (+ ,a]. Plati a € b, takze @ # b C (+ ,a]. Podle
predpokladu je b konecnd, takze mé minimalni prvek m. Chceme ukazat,
7e m je minimdlni i v ¢. Pro spor necht existuje néjaké x € ¢ t.z. x < m.
Ukazeme, ze x € b, coz bude spor. Protoze x < m < a, tak x € (+,a] a
navic r € c, takze x € b.

2. (A, <) a (w, €) jsou izomorfni: podle véty nastane jedna ze dvou
moznosti:
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(a) A jeizomorfni s néjakou dolni mnozinou B C w. B neni shora omezena,
kdyby byla, tak (In)(Vb € B)(b € nV b =n), takze B C S(n), takze
B by byla konecna, ale A je nekonecna, coz je spor s A =~ B. Jelikoz
B neni shora omezend, tak kazdé n € w je mensi nez néjaky prvek B
a tedy n € B, protoze B je dolni mnozina. Tudiz B = w.

(b) w je izomorfni s néjakou dolni mnozinou C' C A. Opét C' neni omezena,
stejnym argumentem. A opét protoze C' je dolni mnozina, tak C' = A.

a

5.5 Ruzné velka nekone¢éna

Definice 48 (Spocetnost). Mnozina x je
e spoCetnd =z ~ w,
e nejvyse spocetnd = je spocetna nebo konecna,

e nespocetnd = neni nejvyse spocetna.

5.5.1 Spocetné mnoziny
Véta 37. Plati
1. kazdd shora omezend podmnozina A C w je koneénd,

2. kaZdd shora neomezend podmnozina A C w je spocetnd.

Dikaz.
1. A je shora omezend n € w, pak A C S(n), tedy Fin(A).

2. Je-li A koneénd, tak md podle lemma [15 maximdln{ (nejvétsi) prvek vudi €,
tedy je omezenda. Obména: A neomezena = A nekonec¢na. Potiebujeme ale
spocetnost. Pouzijeme posledni vétu. A je nekonec¢nd, linearné usporadand
relaci € a pro kazdé n je (~—,n] C S(n) konecnd, tedy A a w jsou izomorfni
(vzhledem k €), specidlné A ~ w. 0

Disledek. MnoZina x je nejuyse spocetnd <= xr < w.

Disledek. KazZdd podmnozina spocetné mnoziny je nejuyse spocetnd.

Diikaz. Necht je A spocetnd, f bijekce mezi A aw, B C A, potom B ~ f[B] C w,
tedy B <X w.
d

Definice 49. Definujeme lexikografické (ostré) usporadani <; na w x w jako

(ml,nl) <y (mg,ng) = (m1 EmgV (m1 =mo ANy € n2)>
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Intuice. Lex. ups. je dobré na w x w. Prvky jsou vlastné usporadané do miizky,
sloupecky jsou nekonecéné stoupajici fetézce a n-ty sloupecek je mensi nez (n+1)-
ni sloupecek.

Priklad. Plati w x 2 je izomorfni s w — nekonecné sloupecku vysky dva. Ale 2 X w
neni izomorfni s w — dva nekoneéné sloupecky. Vsechno vici €.

Definice 50. Pro m,n € w definujme max(m,n) := m pokud n € m, jinak n.
Maximo-lexikografické usporadani na w x w definujeme jako

(my1,n1) <uyr (Mg, ng) = max(my, ny) € max(msg, no)

V (max(mq,ny) = max(ms, ng) A (my,nq) <z (ma,nz))

Intuice. Prochazime jakoby ¢tverce/pravé thly v néjaké vzdalenosti od pocatku,
a véci ve stejné vzdalenosti prochazime lexikograficky.

Priklad. Mnozina (w X w, <pr) je izomorfni s (w, €), tedy w X w ~ w. Staci
oveérit, ze (w X w, <pr) spliuje vSechny predpoklady té charakterizacni véty.
Tenhle dukaz je hezky tim, Ze nepottebujeme aritmetiku.

Ukazeme, Ze vyrobit ze spocetnych mnozin nespoc¢etnou mnozinu neni jenom
tak. Podobné jako konec¢né sjednoceni nebo konecny soucin konec¢nych mnozin je
konecny.

Véta 38. Jsou-li A, B spocetné mnoziny, pak AUB a A X B jsou také spocetné.

Diikaz. Mame bijekce f: A — w a g : B — w. Definujeme zobrazeni h : AUB —
w x 2 jako

(g(x),1), jinak.

Zobrazeni h je prosté, ale nemusi to byt bijekce. Takze AU B < w X 2 ~ w.
Ale také w ~ A C AU B, takze w < AU B a podle Cantor-Bernsteinovy véty
AUB =~ w.

Nyni pro A x B. Definujeme k : A X B — w X w jako k : (a,b) — (f(a), g(b)).
Protoze je k bijekce, tak A X B w X w ~ w. 0

Disledek. Konecnd sjednoceni a koneéné souciny spocetniyjch mnozin jsou spocetné
(indukci).

h(z) = {(W%O), pro z € A,

Disledek. Mnoziny Z a Q jsou spocetné. V sekci|h.2 jsme to dokdzali pomoct
aritmetiky, ovsem ted to umime i bez ni.

Disledek (Dirichletuv princip). Je-li nespocetnd mnozina sjednocenim konecné
mnoha mnozin, tak alespon jedna z nich je nespocetnd.

Dobré, co kdybychom délali sjednoceni, resp. soucin spocetné mnoha spocetnych
mnozin? Tyto pojmy si formalné definujeme az v kapitole o axiomu vybéru,
zatim je muzeme vnimat intuitivné. Ukazeme, ze souc¢in bude nespocetny, ne-
hledé na platnost axiomu vybéru. Spocetnost sjednoceni nelze v ZF rozhodnout,
ale ukazeme, ze v ZFC bude sjednoceni spocetné.
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5.5.2 Cantorova véta
Véta 39 (Cantorova). Pro kazdou mnoZinu x plati x < P(x).
Diikaz. Zjevné x < P(z), pomoci prostého zobrazeni f : z — P(z),a — {a}.

Pro spor predpokladejme, ze existuje bijekce f : x — P(z). Definujme mnozinu
T ={a€cx|ag¢ f(a)}. Nyni pro kazdé a € = nastane jedna ze dvou situaci:

WeT = a¢ fla) = T # f(a)
a¢T = ac fla) = T # f(a).

V kazdém piipadé T # f(a), takze T nemd vzor, coz je spor s tim, ze f je bijekce.

Disledek. Mnozina P(w) je nespocetnd.

Véta 40. Univerzalni trida V' neni mnoZina.

Dukaz. Kdyby byla, tak V' < P(V). Ale urcite P(V') <V, coz je spor.
d

Disledek. Pro kazdé n > 1 je trida vsech n-prokovijch mnoZin vlastni tridou.

Diikaz. Kdyby byla mnozinou, tak z axiomu sumy by byla jeji suma také mnozina.
Ale jeji suma je V.
d

5.5.3 Kardinalita kontinua
Véta 41. “2 ~ P(w) =~ R~ [0, 1].

Diikaz. Podle lemmal[J plati P(w) & “2. Déldme charakteristické funkce posloup-
nosti: P(w) — {0, 1}. Jako dalsi ukdzeme [0, 1] ~ “2.

1. [0,1] < «2. Cislo a € [0,1] zapiSeme bindrné. Pokud a = 0, tak mame
0.000... a pokud a > 0, tak 0.apaias..., kde nekone¢cmé mnoho a; je 1
abychom odstranili duplicity pro periodicka ¢isla. Takze tieba 0.5 = 0.1,
zapiseme jako 0.0111.... Tyto nekonecné posloupnosti jsou zjevné funkce z

w do {0, 1}.

2. “2 <[0,1]. Problém je, ze posloupnosti 0.1000... a 0.0111... se zobrazi na
stejné realné ¢islo. Ale kdybychom to cetli ve trojkové soustavée, tak uz to
budou ruzné ¢isla. Proto defingujeme funkei f : “2 — [0, 1] jako

a;

oo
f:(ao,al,ag,...) i—>23i+1.
1=0
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Tedy podle Cantor-Bernsteinovy véty P(w) ~ “2 ~ [0, 1]. Zbyva ukézat [0, 1] ~ R.
Ziejmé [0, 1] < R, protoze [0,1] € R. Opacéné R = [0, 1] napiiklad prostou funkei

arctan : R — (—7/2,7/2),

kterou vhodné upravime, aby obor hodnot byl podmnozinou intervalu [0, 1].

J

Ukazali jsme, ze redlnych cisel je vice nez prirozenych. Je ptirozené polozit si
otazku, zda existuje néco mezi? Bylo by hezké, kdyby nejmensi mnozina, vétsi
nez prirozend ¢isla, byla redlnd primka (kontinuum). Tato myslenka se nazyva
hypotéza kontinua, anglicky Continuum hypothesis (CH). Formuloval ji uz Cantor
a T1ké, ze neexistuje zadna mnozina x takova, ze

w=<z=<Pw)~R.

Tedy kazdd nekoneénd x C R je bud spocetnd, nebo ekvivalentni s R. Godel
(1940) dokézal, ze CH nelze v ZFC vyvrétit. Cohen (1963) dokazal, ze nelze v
ZFC dokéazat. Tedy je mozné k ZFC bezesporné ptidat jako axiom CH i =CH.

5.5.4 Algebraicka cisla

Algebraickda cisla jsou kofeny polynomu s celo¢iselnymi koeficienty. Takze
napifklad v/2 je algebraické éislo, protoze je kofenem polynomu z? — 2. Cisla,
ktera nejsou algebraickd nazyvame transcendentni.

Fakt. Je-li A spocetnd mnozina, potom

1. mnozina vsech konecnich podmnozin A je spocetnd,
2. mnozina véech koneénych posloupnosti prvkiu mnozZiny A je spocetnd.

Tvrzeni 42. Algebraickijch cisel je spocetné mmnoho.

Diikaz.  Polynom odpovidd néjaké konecné posloupnosti (ag,aq,...a,) celych
c¢isel. Celych cisel je spocetné mnoho, takze téchto posloupnosti je také spocetné
mnoho.

Tedy kazdému polynomu prifadime néjaké poradové ¢islo. Navic vime, ze poly-
nom stupné n ma nejvyse n korenu. Algebraickych ¢isel je urcité alespon spocetné
mnoho, musime ukézat, ze jich neni vic. Proto definujeme prosté zobrazeni vsech
algebraickych ¢isel do spocetné mnoziny w X w. Kazdy realny kofen x polynomu

apx" + a1zt + - ap_1x +a, =0, ag # 0

je jednoznacné urcen dvojici (k, 1), kde k je ¢islo pritazené posloupnosti koeficientu
tohoto polynomu a [ udava, ze x je [-ty redlny kotfen tohoto polynomu podle
velikosti. Ovsem jednomu algebraickému ¢éislu muze odpovidat vic dvojic (k,1),
staci rovnici vynésobit néjakou konstantou. Proto algebraickému ¢islu x priradime
ze vsech dvojic (k,1), které mu odpovidaji, tu nejmensi vzhledem k maximo-
lexikografickému uspoiadani. 0

Disledek. Transcendentnich c¢isel je nespocetné mnoho.
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6 Axiom vybéru

Axiom vybéru, anglicky Axiom of choice (AoC), ma mnoho dulezitych dusledku
a je klicovy v mnoha oblastech matematiky, naptiklad v analyze a linearni al-
gebte. Bez néj nelze dokazat spousta tvrzeni, kterd by intuitivné méla platit.
Jeho pridanim do Zermelova—Fraenkelovy teorie mnozin ziskdme teorii ZFC.

Nicméné axiom vybéru je také kontroverzni, protoze nékteré jeho dusledky
odporuji intuici, jako napiiklad princip dobrého usporadani, ktery iika, ze kazdou
mnozinu lze dobte usporadat. Nebo Banach-Tarski paradox, ktery uvadi postup,
jak rozdélit kouli na koneény pocet ¢asti a tyto casti preskupit tak, aby vznikly
dvé koule identické s tou puvodni.

6.1 Indexované soubory mnozin

Definice 51. Soubor mnozin <Xi |i e ]> je zobrazeni F' s defini¢nim oborem I,
kde X; oznacuje mnozinu F(i). Rikdme, ze I je indexova tiida tohoto souboru a
ze x patti do souboru, jestlize pro néjaké i € I plati x = X;. Definujeme

X = JRng(r),

mXi = ﬂRng(F)a
HXi ={f|f: I~ UXZ-/\(W e (f(i) € X;}.

Definice kartézského souc¢inu ma smysl jen pro soubory indexované mmnozinou,
protoze vlastni tfidy nebohou nikam nalezet.

Lemma 43. Je-li [ mnozina a <XZ- |i € I> soubor indexovany I, potom jsou tridy

Uier Xis Nier Xi a [e; Xi také mnoZinami.

Diikaz. Dom(F') = I je mnozina, takze podle axiomu nahrazeni je Rng(F') = F/[I|
také mnozina. Proto jsou suma a prunik také mnoziny. V§imnéme si, ze produkt

je podmnozinou mnoziny vsech zobrazeni z I do |J,c; X;, coZ je mnozina.

Pozorovani. Pokud pro kazdé i€ I je X; = X, tak [[,.; X, ="X.

Lemma 44. Je-li <Xl- |i € w> spocetny soubor mnozin, kde na kazdém X; existuje
dobré uspordadani a 2 = X;, potom je soucin tohoto souboru nespocetny.

Dukaz. Neni tézké ukazat, ze

HQfHXi'

€W 1Ew

2 = “2 = P(w), coz je podle

J

Disledek. Kartézsky soucin spocetné mnoha spocetnyjch mnozin je nespocetny.

Podle posledniho pozorovani ovsem plati []
Cantorovy véty nespocetnd mnozina.

1Ew
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6.2 Co axiom vybéru tvrdi

Ukazme si motivaci za zavedenim axiomu vybéru. Méjme f, zobrazeni mnoziny
X na mnozinu Y a podivejme se na rozklad mnoziny X definovany jako

r={f"WllyeY}
Existuje prosté zobrazeni g : Y — X7

e Prokonecné Y lze dokézat indukci. Neformalné si prosté kone¢né-mnohokrat
vezmu néjaky prvek z f~1[y].

e Pro dobfe uspoifddané X vezmu z f~1[y] vzdy ten nejmens{ prvek.

e Obecné to v ZF dokazat nelze — museli bychom pro kazdé y € Y vybrat
néjakého reprezentanta x € f~1[y] z potencidlné nekoneéné mnoziny, ale
téch y € Y taky muze byt nekoneéné mnoho.

Puvodni formulace axiomu vybéru znéla nasledovné.

Princip (Vybéru). Pro rozklad r mnoziny X existuje vijbérova mnozina v C X
t.Z (Vu € r)(3x)(vNu = {x}). Takze z kazdé rozkladové tridy vybereme jednoho
reprezentanta.

Dnes se ovSsem pouziva ponékud sikovnéjsi formulace pres selektory.

Definice 52 (Selektor). Je-li R mnozina, pak funkeci f: R — |J R spliujici
(Vt e R)(t # @ = f(t) €t),

nazyvame selektor na mnoziné R. BUNO muzeme predpokladat, ze selektor je
definovany na mnoziné R\ {@} a pro kazdé t € Dom(R) plati f(t) € t.

Axiom 10 (Vybéru). Na kazdé mnoziné existuje selektor.
Véta 45. Turzend ekvivalentni s AoC:[1
e Princip dobrého usporadani — kazZdou mnozZinu lze dobre usporddat.
e Princip trichotomie — relace < je trichotomicka.
e Princip maximality, také zndmy jako Zornovo lemma.
Trochu slabsi disledky:
o Kazdy vektorovy prostor md bdzi.
o Soucin kompaktnich prostoru je kompaktni.

o Princip kompaktnosti z kombinatoriky. Priklad pouZiti: graf je 3-obarvitelny
& kazdy jeho konecny podgraf je 3-obarvitelny.

e Banach-Tarski paradozx.

1“The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously false, and
who can tell about Zorn’s lemma?” — Jerry Bona
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Vsechna tato tvrzeni lze dokdzat bez AoC, pokud wvazujeme pouze konecné pripady.
Lemma 46. Ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

1. axiom vybéru,

2. princip vybéru,

3. pro kazdou mnoZinovou relaci s existuje funkce f C s t.z. Dom(f) = Dom(s),

4. kartézsky soucin [ [,.; Xi neprdzdného souboru neprdzdnyjch mnozin je neprdzdny.

Dukaz.

1 = 2 Necht r je rozklad X, podle axiomu vybéru existuje selektor f na r. Hledana
vybérova mnozina je Rng(f).

2 = 3 Pokud s = @, potom f = @ a neni co dokazovat. Proto necht s # &.
Definujeme rozklad » mnoziny s jako

r = {{(z,y) € s|y € Rng(s)} |z € Dom(s)}.

Podle principu vybéru existuje vybérova mnozina tohoto rozkladu, coz je
pravé hledand funkce f.

3 = 4 Neprazdny soubor neprazdnych mnozin <Xz|z e I > urcuje relaci s =
{(i,z) |1 € I Nz € X;}. Podle 3| existuje funkce f C s t.z. Dom(f) =
Dom(s) = I a tedy f je prvkem uvazovaného produktu.

4 = 1 Necht z je libovolnd mnozina, musime ukdzat, Ze na ni existuje selektor.
BUNO predpoklddejme, ze © # @ a & ¢ x. Identita na z urcuje neprazdny
soubor neprazdnych mnozin <y |y € :)3>, ktery ma podleneprézdny kartézsky
soucin. Vsimnéme si, ze kazdy prvek tohoto soucinu je selektorem na z. 0

Lemma 47. AoC = Sjednoceni spocetného souboru (nejvyse) spocetngch
mnozin je (nejuyse) spocetné.

Diikaz. Uvazme soubor <Bl- liel >, BUNO [ = w. Sestrojime prosté zobrazeni z
S = Uie, Bi dow xw. Necht E; je mnozina vSech prostych zobrazeni f : B; — w,
ze spocetnosti B; je E; # @, a definujeme soubor <El |i € w>. Podle posledniho
lemmatu je produkt tohoto souboru neprazdny, existuje tedy soubor < filie w>,
kde f; € E;. Definujeme h : S — w x w jako h : b+ (i, f;(b)), kde i je nejmensi
index z w, ze b € B;.

d

Pozndmka. Bez AoC lze bezesporné predpokladat, ze nespocetnd mnozina R je
sjednocenim spocetné mnoha spocetnych mnozin.
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6.3 Princip maximality

Axiom vybéru je ekvivalentni s fadou tvrzeni, jedno z nejpouzivanéjsich je Zor-
novo lemma, také znamé jako princip maximality. Dikaz ekvivalence vynechdame.

Definice 53 (Retézec). Nechf (A, <) je uspofddand mnozina. Podmnozinu B C
A nazveme Tetézcem v A, je-li B linearné usporadana relaci <.

Princip (Maximality (PM)). Necht (A, <) je usporddand mnoZina, kde kazdy
retézec je shora omezeny. Potom pro kaZdé a € A existuje maximdlni prvek b
mnoziny A t.Z. a <b.

Pozndmka. Casto se pouziva pro uspoiadani (A C), kde A C P(zx). Pak pro
fetézec B C A stacl ukézat, ze |JB € A...|JB € A je totiz horni mez B
vzhledem k C.

Princip (Maximality II (PMS)). Necht (A, <) je usporddand mnoZina, kde
kazdy Tetézec md supremum. Potom pro kazdé a € A existuje maximdlni prvek b
mnoziny A t.Z. a <b.

Priklad. Dokazte (PM) <= (PMS).

Ptechodem k inverznimu uspotfadani dostavame z principu maximality princip
minimality.

Princip (Minimality). Necht (A, <) je usporddand mnoZina, kde kaZdy tetézec
je zdola omezeny. Potom pro kazZdé a € A existuje minimdlni prvek b mnoZiny A
t.z2. b<a.

6.4 Princip trichotomie

Princip (Trichotomie). Pro libovolné mnoziny z,y plati v <y nebo y =< x.

Lemma 48. Princip mazimality =—> princip trichotomie.

Diikaz. Nejprve si pripomenme, ze inverzni zobrazeni k prostému zobrazeni je
prosté. Nyni necht z,y jsou mnoziny, chceme sestrojit prosté zobrazeni x do v,
nebo y do z. Definujme mnozinu

P ={f|f je prosté zobrazeni A Dom(f) C = A Rng(f) C y}.

Vsimnéme si, ze uspordadand mnozina (P, C) spliuje podminky principu maxi-
mality, jelikoZ sjednoceni fetézce prostych zobrazeni je prosté zobrazeni. Necht ¢
je néjaky maximdlni prvek P. Kdyby obé mnoziny x \ Dom(g) a y \ Rng(g) byly
neprazdné, tak by ¢ §lo rozsitit o dalsi dvojici, coz je spor s maximalitou g. Proto
bud Dom(g) = x a potom z < y, nebo Rng(g) = y a potom y < .

d

Lemma 49. AoC = w je nejmensi nekonecnd mnoZina.

Diikaz. Je-li x spocetnd, tak w ~ z. Je-li nespoéetn4, tak z trichotomie bud w < x
nebo xz < w. Jelikoz x neni spocetnd ani konec¢na, tak druha varianta nenastane.
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Disledek. Mnozina x je koneénd <= je dedekindovsky konecnd.

Dikaz. V ZF jsme dokazali, ze kazda koneénd mnozina je ded. konecnd. Z toho
obménou, ze kazda ded. nekoneéna je nekonecnd. Nyni ukazeme, ze kazda ne-
konecné je ded. nekonec¢na. Z piredchoziho lemma vime, Ze pokud je  nekonecn4,
tak w =< x z lemma [32] Ze w je ded. nekonecna. Neni tézké ukazat, ze x musi byt
také ded. nekonecna.

d

6.5 Princip dobrého usporadani

Princip (Dobrého usporadani (W-0)). KazZdou mnoZinu lze dobre usporddat.

Lemma 50. Well-ordering principle =—> azxiom vybéru
Diikaz. Necht x je mnozina splitujici z # @ a @ ¢ z. Chceme sestrojit selektor
f:x = Jz. Ten musi splnit (Vy € z) : f(y) € y. Podle W-O existuje dobré

usporddani < na (Jz a kazdd y € z je neprazdnd podmnozina |Jz, tedy mé
nejmensi prvek vuci <. Selektor f definujeme jako f : y +— min<(y).

Priklad. Dokazte (PM) = (W-0O).
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7 Ordinalni ¢isla

Ordinalni ¢isla jsou zobecnéni prirozenych ¢isel a udavaji typy dobie usporadanych
mnozin. Pomoci ordinalnich ¢isel pak 1ze nadefinovat kardinalni ¢isla, coz jsou
specialni ordindlni ¢isla, kterd méri mohutnosti mnozin. Ordinalni ¢isla definujeme
tak, aby byla dobfe usporddana relaci €, takze na nich budeme moci provadét
takzvanou transfinitni indukci.

7.1 Tranzitivni tridy
Definice 54. Tiida X je tranzitivni =y exr € X =y € X.
Pozorovani. Ekvivalentné: x € X = ¢ C X.
Pozorovani. X je tranzitivni <—= |JX C X.
Lemma 51. Viastnosti tranzitivnich trid.
1. Jsou-li X,Y tranzitivni tridy, pak X NY a X UY jsou také tranzitivni.

2. Jsou-li vsechny proky x € X tridy X tranzitioni, tak (X a |JX jsou také
tranzitioni.

3. Je-li X tranzitivni trida a relace € je tranzitivni na X, tak kaZdé v € X je
tranzitivni mnozina.

4. Je-li kazdé x € X tranzitivni mnozina, pak je relace € tranzitivni na X.

Diikaz.
1. Plyne ptimo z definice.

2. Ukdzeme pro prunik, suma podobné. Necht y € z € (X, chceme ukazat
y € () X. Protoze je kazdd x € X tranzitivni, tak z y € z € x mdme y € z,
tedy y € (1 X a X je tranzitivni.

3. Je-li € tranzitivnina X az € y € x € X, tak 2z € z, tedy z je tranzitivni
mnozina.

4. Je-li x,y,z € X ax € y € z, tak z tranzitivity z je x € z, tedy relace € je
tranzitivni na X.
d

7.2 Usporadani ordinalnich ¢cisel relaci nalezeni

Definice 55. Mnozina x je ordinalni ¢islo =
1. z je tranzitivni,
2. relace € je dobré ostré usporadani na x.

Ttidu vsech ordindlni ¢isel znac¢ime O,,
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Pozndmka. Kazdé n € w i samotné w jsou ordindlni ¢isla.

Lemma 52. Trida O, je tranzitivni.

Dikaz. Ukazeme, ze kazdé y € x € O, je také ordinalni ¢islo, tedy y € O,.
Protoze z je ordindl, tak relace € je na x dobré usporadani, specialné je tedy
tranzitivni. Podle ttet{ ¢asti lemma [51|je potom y € x tranzitivni mnozina. Jesté
musime ukazat, ze € je dobré usporadani na y. Ale to je, jelikozy € x = y C x
a relace ,,byt dobré usporadani“ je dédicna (x je dobte usporadand, protoze to je
ordinél).

d

Lemma 53. Relace € je tranzitivni na O,,.

Diikaz. Ukéazali jsme, ze O, je tranzitivni a navic kazdé z € O, je tranzitivni,
takze podle ¢tvrté ¢asti lemma [51] je relace € tranzitivni na O,,.
d

Lemma 54. Pro kaZdd dve z,y € O,, plati
1. x ¢ x,
2. xNy € Oy,

3. rey <= v Cuy.

Diikaz.
1. Z antireflexibility € na x.

2. Podle lemma [51] je x Ny tranzitivni mnozina a je dobfe usporadana relaci
€, protoze to je podmnozinou ordinélu x.

3. Smér ‘=’ z tranzitivity y a . Pro opa¢ny smér necht z C y. Protoze y je

dobie usporadand, tak @ # y\z C y méd nejmensi prvek vici €, oznacme jej
2. Ukdzeme, Ze z = x. Nejprve inkluze x C z. Necht u € z, protoze x C v,
tak u € y. Protoze y je ordindl, tak € je linearni na y, tedy u muzeme
porovnat se z. Jsou tii moznosti

(a) u € z, to jsme chteéli,

(b) u =z, ale z ¢ x, takze u ¢ x, coz je spor,

(¢c) z € u, z tranzitivity x mdme z € u € ¥ = 2z € x, €0z je opét spor.
Nyn{ inkluze z C . Necht u € z, podle tranzitivity y mdme u € z € y —>

u € y, ukdzeme u € x. Kdyby u ¢ z, tak u je mensi prvek v dopliku y \
nez z, coz je spor s minimalitou z. 0

Véta 55. Relace € je dobré (ostré) uspordddni na O,,.
Diikaz. Je tranzitivni a antireflexivni, takze to je ostré usporadani.
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1. Trichotomie (a z toho linearita). Necht z,y € O,, chceme je porovnat.
Podivejme se na mnozinu z := x Ny € O,. Ukazeme, ze z = x nebo z = y.
Kdyby z C x a z C y, pak podle minulého lemmatu z € x a z € y, ¢ili
z € z, coz je spor. Nyni rozbor ptripadi:

(a) z =y, pak jsme skoncili,
(b) z=x ANz Cy, pak x € y ...podle predchoziho lemmatu,

(¢) z=y Az Cux pak y € x ...podle predchoziho lemmatu.

2. Dobrost dokdZeme podobné jako pro w. Necht A C O,, je nepidzda a o € A.
Neni-li @ miniméln{, oznatme b = a N A. BUNO b # &, jinak by bylo
minimalni. Jelikoz b C a a « je ordindlni cislo, tak je b dobie usporadané
a ma nejmensi prvek g (vuci €). Tvrdime, ze § je minimalni v A. Kdyby
ne, tak existuje néjaké v € f t.z. v € A. Ale B € «, takze z tranzitivity o
je v € a.. Tedy v € b, coz je spor s minimalitou (. 0

Dausledek. T7ida O,, neni mnozina.

Diikaz. Ukazali jsme, ze O, je tranzitivni a € je na ni dobré ostré uspotradani,
tedy kdyby to byla mnozina, tak je to ordinal, tedy O,, € O,,, coz je spor. 0

Disledek. Je-li X tranzitivni vlastni trida dobre usporadand relaci €, pak X = O,,.

Diikaz. Jelikoz je X tranzitivni, tak pokud x € X, potom x C X. Protoze X je
dobie usporadana relaci €, tak z dédi¢nosti je x také dobie usporadana. Navic
jelikoz je € tranzitivni na X, tak z je tranzitivni mnozina. Proto je x ordinalni
¢islo, ¢ili X C O,. Pro spor necht plati pouze ostrd inkluze a z € O, \ X.
Ukazeme, ze X C x, coz je spor s tim, ze X je vlastni tiida.

Necht y € X, kdyby y ¢ z, tak z trichotomie € na O,, musi byt z € y. Z
tranzitivity X bychom pak méli x € X, coz je spor. 0

7.3 Vlastnosti ordinalnich ¢isel

Umluva. Ordinaln{ &sla znacime feckymi pismeny «, 3, v, piSeme o <  namisto
a€ faa<fnamistoac Va=g4.

Lemma 56. Pro ordindlni ¢isla plati nasledugict.
1. Necht x C O,, je mnoZina. Pak x je ordindlni éislo <= =z je tranzitivni.
2. Necht @ # A C O, je tida. Pak (| A je nejmensi prvek A (vzhledem k <).

3. Necht A C O, je mnoZina, pak |JA je ordindlni éislo a dokonce to je
supremum A.

Dukaz.
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1. Smér ‘=" z definice. Pro opa¢ny smér necht x je tranzitivni, potiebujeme
aby € bylo dobré usporadani na x. Ale podle predchozi véty je € dobré
uspotradani na O, takze z dédi¢nosti i na = C O,,.

2. Podle predchozi véty ma A nejmensi prvek «, ukdzeme a = []A. Pro
libovolné 3 € A plati o < 5. Bud 8 = a nebo a € 3, protoze ordindly jsou
tranzitivni, tak o C 8. Kazdopadné o C 3, proto a = () A.

3. Podle lemma [51| je | J A tranzitivni, protoze vSechny prvky A jsou tranzi-
tivni. Jelikoz to je tranzitivni mnozina ordinalnich ¢isel, tak podle (1] je to
ordindl. Ted jesté musime ukdzat, Ze to je supremum A. Nejprve, Ze to je
horni mez. Necht o € A, potom a C |JA = 8. Pokud a = 3, tak jsme
skonc¢ili. Pokud a C 3, tak podle lemma [54] je o € 8. Kazdopadné a < £,
tedy S je horni mez mnoziny A. Nyni ukazeme, ze zadné v < 8 horni mez
byt nemuze. Pokud 7 < /3, neboli v € [J A, tak existuji o € A t.z. v € a,
neboli v < «, tedy v neni horni mezi A. 0

Disledek. Ordindl w je supremum mnoziny vsech prirozenych cisel v O,,. To zna-
mend, Ze w je nejmensi nekonecné ordindlni cislo. Konecné ordindly jsou prdave
prirozend c¢isla.

Diikaz. Podle lemma je sup(w) = (Jw a neni tézké ukazat, ze Jw = w. Je-li x
nekonecné ordinalni ¢islo, tak w <z, jak jsme dokézali v kapitole o AoC. Je-li =
kone¢né, tak z trichotomie nastane jeden ze t¥i ptipadu:

1. x < w, neboli x € w, tedy x je prirozené c¢islo,
2. x = w, ale to je spor s konec¢nosti x,

3. ¢ > w, neboli w € z, ale protoze x je ordinal, tak je tranzitivni, tedy w C x,
coz je spor s konecnosti x. 0

7.4 Typy dobie usporadanych mnozin

Jsou-li dvé mnozinové relace izomorfni, tak se podstatné nelisi, prestoze popi-
suji vztahy mezi prvky ruznych mnozin. Davéa proto smysl uvazovat ekvivalenci
,byt izomorfni“ na ttidé vsech relaci. Je snadné nahlédnout, ze ekvivalenéni t¥idy
této relace jsou vlastni t¥idy, proto nemuzeme udélat rozklad. Ale bylo by hezké,
kdybychom mohli pro kazdou ekvivalen¢ni tiidu sestrojit néjakého reprezentanta,
abychom pak mohli vSe tykajici se relaci daného typu dokazovat na tomto repre-
zentantovi. Tito reprezentanti jsou pravé ordindalni ¢isla.

Véta 57 (O typu dobrého usporadani). Je-li a mnozina dobre usporddand relact
R, pak existuje prdavé jedno ordindlni ¢islo o a jednoznacné urceny izomorfismus
(a, <g) a (o, <). Ordindlnimu ¢islu a Tikame typ uspordadané mnoziny (a, <g).

Pozndmka. Tohle byla puvodni Cantorova definice ordinalnich ¢isel. Ta nase je
Von-Neumannova.
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7.5 Princip transfinitni indukce

Lemma 58. Pokud o € O,,, pak a U{a} je nejmensi ordindlni éislo vétsi nez a.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze to je ordinalni ¢islo. Protoze je a tranzitivni, tak
a U {a} je taky tranzitivni (rozbor piipadu). Protoze a C O,, tak dokonce je
a U {a} tranzitivni mnozina ordinélnich ¢éisel, podle posledniho lemmatu je tedy
také ordinalnim ¢islem. Nyni, Ze je nejmensi. Je-li § < aU{a}, neboli g € aU{a},
pak 8 € a nebo = «a, tedy 8 < a. o

Definice 56. Je-li o ordindlni ¢islo, tak ordindl oo + 1 = o U {a} nazyvame
naslednikem «, a ordinal a nazyvame predchudcem o« + 1.

Definice 57. Ordinalni ¢islo a je izolované = a = 0 nebo a ma predchudce.
Jinak je o limitni.

Priklad. Kazdé n € w nebo w + 1 = w U {w} jsou izolované, ale w je limitni.
Véta 59 (Princip transfinitni indukce). Je-li A C O, trida t.Z. pro Vo € O,, plati

aCA=acA,

potom A = O,,.

Diikaz. Pro spor necht O, \ A neni prazdnd. Jelikoz (O,,, <) je dobie usporddana
mnozina, tak existuje nejmensi prvek a této tiidy. Protoze « je nejmensi, tak
kazdé 5 € a musi byt prvkem A. Tedy a C A a z predpokladu o € A, coz je

spor.
d
Ekvivalentné lze P.T.I. formulovat zvl1a3t pro izolované a limitni ordindly. S
touto formulaci se pak lépe dokazuji nékterd tvrzeni.
Véta 60 (Princip transfinitni indukee II). Je-li A C O,, trida spliujici
1. 0 € A,
2. aeA=a+1€A, ... tohle je presné indukce pro prirozend cisla
3. je-li a limitni, pak a« C A=« € A,
potom A = O,,.

Pomoci transfinitni indukce dokazujeme vlastnosti ruznych nekone¢nych ob-
jektu. Transfinitni rekurze nam zase umoznuje konstruovat ruzné rekurzivné de-
finované nekonecné objekty.

Véta 61 (O konstrukei transfinitni rekurzi). Je-li G : V — V' tiidové zobrazent,
pak existuje prdve jedno tridové zobrazeni F : O, — V spliujici

F(a) = G(F[a]).

Muzeme pouzit i jinou konstrukci, treba F(a) = G(F | «). Zkrdtka néco reku-
rentniho.
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Intuice. F(0) = G(0), F(1) = G(F[1]) = G({F|0]}), prosté uz to mam pro
vSsechna mensi ordinalni ¢isla a pomoci toho udélam to dalsi. Umoznuje kon-
strukci funkei definovanych rekurzivné. Napiiklad muzeme definovat F,,(0) == n
a F,(S(m)) = S(F,(m)).

Dikaz. Pomoci transfinitni indukce a axiomu nahrazeni.

J

Véta 62. Aziom vybéru = Well-ordering principle.

Diikaz. Necht A je mnozina, a ¢ selektor na P(A). Pomoci transfinitni re-
kurze sestrojime dobré usporadani mnoziny A. Definujeme funkci f(0) = g(A),
f(B) = g(A\ f[B]), takze pro [ si z A vyberu néjaky prvek, ktery jsem jesté
nepouzil. Vlastné si prvky té mnoziny A ocislujeme, jako by to byla prirozend
¢isla. To je hlavni myslenka toho dukazu. 0

7.6 Aplikace konstrukce transfinitni rekurzi

Nejprve dva ptiklady na které rekurze neni potieba.
Priklad. R? je sjednocenim navzdjem mimobéznych pifmek.
Priklad. R? je sjednocenim navzdjem disjunktnich kruznic.

Tohle uz bez rekurze (AoC) nejde, nebo na to alespon zatim nikdo nepfiisel.
Priklad. R3 je sjednocenim navzdjem disjunktnich jednotkovych kruznic.

Resend. Pomoci AoC, W-O a transfinitni rekurze. Oéfslujeme body R? ordindlnimi
¢isly a dobie je usporadéame jako xg, x1,... Ty, Tui, ..., potom

R® = {7, | a < 29},

kde 2¢ je kardinalni ¢islo t.z. 2¥ ~ P(w) ~ R, t.j. nejmensi ordindlni ¢islo s touto
mohutnosti. Obecné kdyz jsou x,a kardinalni ¢isla, tak o < k = a < k.

Vyrobime soubor (C, | a@ < 2¢) disjunktnich jednotkovych kruznic (nebo @,
kdyz ji nepotiebuji) tak, aby (J, oo Ca = R?. Staci definovat C, rekurzivng,
znédme-li {Cg|B < a}. Pomoci C, chei pokryt bod ., pokud = € Uj,_, Cs,
potom C, = & (bod jsem jiz pokryl). Jinak Cjz lezi v méné nez 2 nadro-
vindch (nejhorsi piipad: kazdd kruznice v jedné). Tedy existuje nadrovina H,
prochazejici x, neobsahujici zadnou kruznici Cs, 8 < «. Kruznice ji ale mo-
hou protinat ovsem vzdy nejvyse ve dvou bodech, opét v nejhorsim pripadé dva
pruseciky, tedy mnozina priseciku (Jy_,(Ha N Cp) = 2 X a < 2% Chceme najit
néjakou kruznici co lezi v roviné H, ale neprotind zadny z téch pruseciku. Kazdy
bod z € H, urcuje nejvyse 2 jednotkové kruznice prochéazejicich body z, a =x.
Tedy pocet zakdzanych kruznic je maximélné 4 x a < 2¢. Cili lze zvolit (pomoci
AoC) C, tak, ze z, € C,, Cy, C Hy a CgNC, = @ pro B < a. Pouzijeme selektor
na P({C'| C je jednotkovd kruznice v R*}). Nakonec

U Co = {za|a<2¥} =R

a<2¥

Priklad. V R? existuje mnoZina, kterd ma s kazdou pifmkou spoleéné pravée dva
body. Hyperbola je k tomu docela blizko, ale ne uplné. Také vyzaduje rekurzi.
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¢ésti druhé kapitoly [1]. Velmi hezké poviddni o ivodu do teorie mnozin je také
na webu matematického korespondencéniho seminére [3]. V kapitole o logice jsem
vychézel ze skript doktora Bulina [2].

[1] Bohuslav Balcar a Petr Stepanek. Teorie mnozin. Vydani 2., opravené a
rozsitené. Praha: Academia, 2001. 1SBN: 80-200-0470-X.

[2] Jakub Bulin. NAIL062 Vijrokovd a predikdtovd logika: zapisky z predndsky.
2023, s. 71-82. URL: https://github.com/jbulin-mff-uk/nail062/raw/
main/lecture/lecture-notes/lecture-notes.pdf| (cit. 10.12.2023).

[3] Matematicky koresponden¢ni semindi. Do nekonecna a jesté ddl. URL: https:
//prase.cz/archive/35/serial.pdf| (cit. 25.12.2023).
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