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1 Co je to diskrétńı analýza

V anglické literatuře je možné toto odvětv́ı matematiky naj́ıt pod názvem
“finite calculus”, ovšem žádný hezký český překlad jsem nenašel, proto budu
použ́ıvat název

”
diskrétńı analýza“.

Diskrétńı analýza je neuvěřitelně silná mašinérie, která nám umožňuje ana-
lyzovat posloupnosti a řady, zejména hledat součty řad a explicitńı vzorce pro
členy rekurentně zadaných posloupnost́ı. Všechny koncepty diskrétńı analýzy maj́ı
nějakou paralelu ve známěǰśı

”
spojité“ analýze. Ovšem ono zdiskrétněńı těchto

koncept̊u mnoho věćı výrazně zjednodušuje.

2 Paralely mezi diskrétńı a spojitou analýzou

V této kapitole vybudujeme teorii diskrétńı analýzy a nauč́ıme se ji aplikovat.

Poznámka. Nulu budeme považovat za přirozené č́ıslo, čili 0 ∈ N.

2.1 Klesaj́ıćı mocnina

Definice 1 (klesaj́ıćı mocnina). Pro r ∈ R, k ∈ N definujeme k-tou klesaj́ıćı,
resp. stoupaj́ıćı mocninu č́ısla r jako

rk :=

k činitel̊u︷ ︸︸ ︷
r(r − 1) · · · (r − k + 1) (klesaj́ıćı),

rk := r(r + 1) · · · (r + k − 1) (stoupaj́ıćı).

Když k = 0, tak dostáváme prázdný součin, tedy r0 = r0 = 1. Všimněme si, že
rk = rk+1/(r − k), takže dává smysl dodefinovat r−1 := r0/(r + 1) = 1/(r + 1).

r−k :=
1

(r + 1)(r + 2) · · · (r + k)
=

1

(r + 1)k
.

Tato definice ovšem dává smysl pouze pro (r+1)k ̸= 0, čili r /∈ {−1, −2, . . .−k}.

Definice 2 (faktoriál). Pro n ∈ N definujeme faktoriál č́ısla n jako n! := 1n = nn.

2.2 Operátor diference

Definice 3 (diference). Operátor diference ∆ definujeme jako

∆f(x) := f(x+ 1)− f(x).

Je to diskrétńı alternativa operátoru derivace

Df(x) := lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Protože celá teorie diskrétńı analýzy slouž́ı k hledáńı součt̊u řad, tak neńı
nutné, aby funkce f byla definovaná na celých reálných č́ıslech. Měla by to být
nějaká posloupnost, čili nám bude stačit f : Z → R, př́ıpadně f : N → R. Také
si všimněme, že diference, na rozd́ıl od derivace, vždy existuje.
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Polynomy se v̊uči derivaci chovaj́ı hezky, protože Dxn = nxn−1. Budou se
podobně chovat i v̊uči diferenci? Bohužel, ∆x2 = (x+1)2−x2 = 2x+1. Zachráńı
nás klesaj́ıćı mocniny, jelikož ∆x2 = (x + 1)x − x(x − 1) = 2x. Obecně plat́ı, že
∆xn = (x+ 1)n − xn = (x+ 1)xn−1 − xn−1(x− n+ 1) = nxn−1.

Daľśı významná funkce ve světě derivaćı je exponenciála ex, protože Dex = ex.
Ve světě diferenćı hraje tuto roli funkce 2x, pro kterou plat́ı ∆2x = 2x+1−2x = 2x.
Pro obecný základ a dostaneme ∆ax = aax − ax = (a− 1)ax.

Lemma 1. Bohužel neexistuje žádný obecný vzorec pro diferenci složené funkce,
ale existuj́ı nějaké hezké speciálńı př́ıpady. Konkrétně

1. ∆(f + g) = ∆f +∆g,

2. ∆(αf) = α∆f ,

3. ∆
(
f(c+ x)

)
= (∆f)(c+ x),

4. ∆
(
f(c− x)

)
= −(∆f)(c− x− 1).

Výraz ∆f je v závorce, abychom si uvědomili, že se jedná o funkci.

D̊ukaz. Všechny tyto vlastnosti je možné snadno ověřit z definice.

1. ∆
(
f(x) + g(x)

)
= f(x+ 1) + g(x+ 1)− f(x)− g(x) = ∆f(x) + ∆g(x),

2. ∆
(
αf(x)

)
= αf(x+ 1)− αf(x) = α

(
f(x+ 1)− f(x)

)
= α∆f(x).

Nyńı necht’ g(x) = f(c+ x) a h(x) = f(c− x).

3. ∆g(x) = g(x+ 1)− g(x) = f(c+ x+ 1)− f(c+ x) = (∆f)(c+ x),

4. ∆h(x) = h(x+ 1)− h(x) = f(c− x− 1)− f(c− x) = −(∆f)(c− x− 1).

k
Takže např́ıklad ∆(x+ 10)n = n(x+ 10)n−1 nebo ∆37−x = −2 · 36−x.

2.3 Neurčitá a určitá suma

Definice 4 (neurčitá suma). Neurčitá suma funkce f je tř́ıda funkćı g takových,
že plat́ı ∆g = f . Tedy∑

f(x) δx = g(x) + c ≡ ∆g = f, c ∈ R.

Je to diskrétńı alternativa neurčitého integrálu∫
f(x) dx = g(x) + c ≡ Dg = f, c ∈ R.

Všimněme si, že obdobně jako Dc = 0, tak ∆c = 0.

Protože ∆xn = nxn−1, tak
∑

xn δx = xn+1

n+1
+ c. Je to obdoba známěǰśıho∫

xn dx = xn+1

n+1
+ c. Ale co když n = −1? Potom bychom měli

∑
x−1 δx = 1

0
+ c,

což je problém. Stejný problém vzniká u neurčitého integrálu
∫
x−1 dx. Ovšem

dá se ukázat, že
∫
x−1 dx = ln|x| + c. Ve světě neurčitých sum hraj́ı tuto roli

harmonická č́ısla.
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Definice 5 (harmonické č́ıslo). Pro n ∈ N definujeme n-té harmonické č́ıslo jako

Hn :=
n∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Když n = 0, tak dostáváme prázdný součet, čili H0 = 0.

Všimněme si, že ∆Hx = Hx+1 −Hx = 1
x+1

= x−1, takže
∑

x−1 δx = Hx + c.
Nav́ıc ukážeme, žeHn a lnn jsou asymptoticky stejné, neboli limn→∞ Hn/lnn = 1.
Podobnost

∫
xn dx a

∑
xn δx tedy pokračuje i pro n = −1.

Tvrzeńı 2. Hn ∼ ln(n).

D̊ukaz. Z grafu funkce 1/x je vidět, že∫ n+1

1

1

x
dx ≤ Hn ≤ 1 +

∫ n

1

1

x
dx,

tud́ıž ln(n+ 1) ≤ Hn ≤ 1 + ln(n), takže

ln(n+ 1)

ln(n)
≤ Hn

ln(n)
≤ 1 +

1

ln(n)
.

Nyńı, když n→∞, tak 1 ≤ Hn/ ln(n) ≤ 1, čili Hn/ ln(n)→ 1.

k

Definice 6 (určitá suma). Určitá suma funkce f od a do b je

b∑
a

f(x) δx := g(b)− g(a), kde ∆g = f .

Je to diskrétńı alternativa určitého integrálu∫ b

a

f(x) dx := g(b)− g(a), kde Dg = f.

2.4 Základńı věta diskrétńı analýzy

Věta 3. (Základńı věta diskrétńı analýzy) Pro libovolnou dvojici celých č́ısel a ≤ b
a libovolnou funkci f definovanou pro všechna k ∈ Z : a ≤ k < b plat́ı∑

a≤k<b

f(k) =
b−1∑
k=a

f(k) =
b∑
a

f(x) δx.

D̊ukaz. Necht’ f = ∆g. Sumu nalevo vyjádř́ıme pomoćı ∆g.

b−1∑
k=a

f(k) =
b−1∑
k=a

∆g(k) =
b−1∑
k=a

(
g(k + 1)− g(k)

)
= g(a+ 1)− g(a) + g(a+ 2)− g(a+ 1) + · · ·+ g(b)− g(b− 1)

= g(b)− g(a) =
b∑
a

f(x) δx.
k

Pojd’me tuto zásadńı větu dokázat ještě jednou, trochu jinak, abychom si
uvědomili, co přesně je operátor ∆ zač.
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Definice 7 (posunut́ı). Operátor posunut́ı E definujeme jako Ef(x) := f(x+ 1).

Pozorováńı. Pro operátory ∆, E a 1 plat́ı 1 + ∆ = E, kde 1 je operátor identity.

D̊ukaz. (1+∆)f(x) = f(x)+∆f(x) = f(x)+f(x+1)−f(x) = f(x+1) = Ef(x).

k

D̊usledek. Opakovanou aplikaćı máme (1 + ∆)n = En, takže

(1 + ∆)nf(x) = Enf(x) = f(x+ n).

Totéž můžeme vyjádřit jinými slovy jako

f(x) + ∆f(x) + ∆f(x+ 1) + · · ·+∆f(x+ n− 1) = Enf(x) = f(x+ n).

Věta 3 je pouze triviálńı d̊usledek tohoto pozorováńı:

b−1∑
k=a

∆g(k) = −g(a) + g(a+ 1) +
b−1∑

k=a+1

∆g(k) = −g(a) + g(b).

2.5 Plocha pod křivkou

Pomoćı základńı věty diskrétńı analýzy lze poměrně snadno aproximovat plo-
chu pod křivkou nějaké funkce. Limitńım přechodem této aproximace dostaneme
známou větu hovoř́ıćı o vztahu určitého integrálu a plochy pod křivkou.

Definice 8. Plochu pod křivkou reálné, spojité funkce f na uzavřeném intervalu
[a, b] označ́ıme jako Pf (a, b). Plochu nad osou x poč́ıtáme kladně, plochu pod osou
x záporně. Takže třeba pro f(x) := sin(x) je Pf (0, 2π) = 0.

Řekněme, že chceme naj́ıt Pf (a, b) pro nějaká a, b ∈ Z. Všimněme si, že tuto
plochu můžeme hrubě aproximovat jako součet obsah̊u obdélńık̊u š́ı̌rky 1:

Pf (a, b) ≈ 1 · f(a) + 1 · f(a+1)+ · · ·+1 · f(b− 1) =
b−1∑
k=a

f(k) =
b∑
a

f(x) δx.

Sumu na konci lze vyjádřit jako F (b) − F (a), kde ∆F = f . Pro přesněǰśı apro-
ximaci můžeme použ́ıt obdélńıky š́ı̌rky 1/2, jejich obsahy ovšem neumı́me seč́ıst,
proto graf funkce f rovnoměrně

”
roztáhneme“ podél osy x tak, aby se bod a

přesunul na 2a a bod b přesunul na 2b. Obdélńıky š́ı̌rky 1/2 se tedy roztáhly
na š́ı̌rku 1, takže umı́me spoč́ıtat součet jejich obsah̊u. Ono roztažeńı můžeme
formálně popsat pomoćı funkce g(x) := f(x/2). Trochu lepš́ı aproximace tud́ıž je

Pf (a, b) =
1

2
Pg(2a, 2b) ≈

1

2

2b∑
2a

g(x) δx =
1

2

(
G(2b)−G(2a)

)
, ∆G = g.

Posledńı výraz bychom chtěli nějak vyjádřit pomoćı funkce f . Pokud definujeme
F (x) := G(2x)/2, tak

Pf (a, b) ≈
1

2

(
G(2b)−G(2a)

)
= F (b)− F (a).
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Je mezi funkcemi F a f nějaký vztah? Ano,

F (x+ 1/2)− F (x)

1/2
= G(2x+ 1)−G(2x) = (∆G)(2x) = g(2x) = f(x).

Pokud by š́ı̌rka našich obdélńık̊u nebyla 1/2, ale h, tak bychom stejnou argumen-
taćı došli k závěru

Pf (a, b) ≈ Fh(b)− Fh(a), přičemž
Fh(x+ h)− Fh(x)

h
= f(x).

Č́ım menš́ı h bude, t́ım lepš́ı dostaneme aproximaci. Dokonce můžeme dosáhnout
libovolně dobré aproximace. Takže, když h → 0, tak Fh(b) − Fh(a) → Pf (a, b)

a nav́ıc Fh(x+h)−Fh(x)
h

→ DFh(x). To znamená, že Pf (a, b) = F (b) − F (a), kde
DF = f , což je přesně definice určitého integrálu.

Věta 4 (základńı věta integrálńıho počtu). Necht’ f je reálná funkce spojitá na
uzavřeném intervalu [a, b], potom

Pf (a, b) =

∫ b

a

f(x) dx.

D̊ukaz. Odvodili jsme to pro a, b ∈ Z. Ukázat platnost pro a, b ∈ R neńı těžké,
ale ani zaj́ımavé, proto to přeskoč́ıme. k

2.6 Metoda per partes

Operátor posunut́ı ještě využijeme. Stejně jako umı́me jednoduše derivovat
součin dvou funkćı D(fg) = fDg + gDf , tak lze podobně naj́ıt jeho diferenci.

Lemma 5. ∆(fg) = f∆g + Eg∆f .

D̊ukaz. Důkaz je velmi podobný d̊ukazu vzorce pro derivaci součinu.

∆
(
f(x)g(x)

)
= f(x+ 1)g(x+ 1)− f(x)g(x)

= f(x+ 1)g(x+ 1)− f(x)g(x) + f(x)g(x+ 1)− f(x)g(x+ 1)

= g(x+ 1)
(
f(x+ 1)− f(x)

)
+ f(x)

(
g(x+ 1)− g(x)

)
= Eg(x)∆f(x) + f(x)∆g(x).

k

Poznámka. Derivace součinu se operátoru posunut́ı vyhne, protože mı́sto x+1 se
v d̊ukazu objevuje x+ h, takže g(x+ h)→ g(x), když h→ 0.

Stejně jako nám vzorec pro derivaci součinu umožňuje integrovat per partes∫
fDg = fg −

∫
gDf,

tak můžeme provádět sumaci per partes. Aplikace sumy na přeuspořádanou rov-
nici f∆g = ∆(fg)− Eg∆f totiž dává∑

f∆g = fg −
∑

Eg∆f.

Dobrá, takže metoda per partes funguje. Ještě bychom si mohli položit otázku,
zda ve světě diskrétńı analýzy existuje nějaká obdoba metody substituce. Bohužel
neexistuje. Obecné řešeńı maj́ı pouze speciálńı př́ıpady typu

∑
f(c±x) δx, které

jsme již potkali v kontextu diferenćı.
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2.7 Tabulka základńıch vzorečk̊u

f =
∑

g ∆f = g f =
∑

g ∆f = g

a 0 2x 2x

x1 = x 1 ax (a− 1)ax

x2 = x(x− 1) 2x a−x −(a− 1)a−x−1

xn nxn−1 ax/(a− 1) ax

xn+1/(n+ 1) xn αf α∆f

Hx x−1 = 1/(x+ 1) f + g ∆f +∆g

x2 = x2 + x 2x+ 1 f g f∆g + Eg∆f

f(c+ x) (∆f)(c+ x) f(c− x) −(∆f)(c− x− 1)

Tabulka 1: Tabulka základńıch vzorečk̊u pro práci s diferencemi a sumami.
Sloupečky je možné č́ıst zleva doprava (f → ∆f) nebo zprava doleva (

∑
g ← g).

Zkusme vyřešit pár jednoduchých úloh, abychom se přesvědčili, že to opravdu
funguje a zvykli si na notaci.

Úloha 1.
∑

0≤k<n

2k = 1 + 21 + 22 + · · ·+ 2n−1.

Řešeńı. Budeme postupovat stejně, jako při vyhodnocováńı
∫ n

0
ex dx = en − 1.

∑
0≤k<n

2k =
n∑
0

2x δx = 2x
∣∣∣∣n
0

= 2n − 1.

Úloha 2.
n∑

k=1

k = 1 + 2 + · · ·+ n.

Řešeńı. Všimněme si, že
∑n

0 se nám bude vyhodnocovat snadněji, než
∑n

1 . Takže
pokud to bude možné, což v tomto př́ıpadě je, tak budeme sč́ıtat od nuly.

n∑
k=1

k =
n∑

k=0

k =
n+1∑
0

x δx =
x2

2

∣∣∣∣n+1

0

=
(n+ 1)2

2
− 0 =

n(n+ 1)

2
.

Úloha 3.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + · · ·+ n2.

Řešeńı. Tentokrát budeme muset rozepsat x2 jako x2 + x.

n∑
k=0

k2 =
n+1∑
0

x2 δx =
n+1∑
0

(x2 + x) δx =
x3

3
+

x2

2

∣∣∣∣n+1

0

=
(n+ 1)3

3
+

(n+ 1)2

2

=
(n+ 1)n(n− 1)

3
+

(n+ 1)n

2
=

n(n+ 1
2
)(n+ 1)

3
.

Dobrá, tak to zřejmě funguje – dospěli jsme ke známým vzorc̊um pro součet
aritmetické řady a součet čtverc̊u. Pojd’me zkusit něco složitěǰśıho, povede to na
nesmı́rně mocnou Gregory-Newtonovu řady.
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3 Gregory-Newtonova formule

Úloha 4.
∑

0≤k<n

k3 = 13 + 23 + · · ·+ (n− 1)3.

Řešeńı (1). Bohužel určit
∑

x3 δx př́ımo neumı́me, takže muśıme x3 vyjádřit
nějak chytře. Zřejmě x3 = ax3 + bx2 + cx1 pro nějaká a, b, c ∈ R. Po vyřešeńı
soustavy tř́ı lineárńıch rovnic o třech neznámých zjist́ıme, že a = c = 1 a b = 3.
Tud́ıž ∑

0≤k<n

k3 =
n∑
0

x3 δx =
n∑
0

x3 + 3x2 + x δx =
x4

4
+ x3 +

x2

2

∣∣∣∣n
0

=
1

4
n2(n− 1)2.

Řešeńı (2). Zkusme se pod́ıvat na vyšš́ı řády diferenćı funkce x3.

x3 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729

∆x3 1 7 19 37 61 91 127 169 217

∆2x3 6 12 18 24 30 36 42 54

∆3x3 6 6 6 6 6 6 6

Vypadá to, že ∆3x3 = 6. Postupnou sumaćı se dopracujeme až k
∑

x3 δx.

∆2x3 =
∑

∆3x3 δx =
∑

6 δx = 6x+ c
∗
= 6x+ 6, ∗∆2x3(0) = 6

∆x3 =
∑

6x+ 6 δx = 6
x2

2
+ 6x+ c

∗
= 6

x2

2
+ 6x+ 1, ∗∆x3(0) = 1

x3 =
∑

6
x2

2
+ 6x+ 1 δx = 6

x3

2 · 3
+ 6

x2

2
+ x+ c, c

∗
= 0. ∗ 03 = 0

Nyńı už snadno dopoč́ıtáme
∑

x3 δx jako∑
x3 δx =

∑
6
x3

2 · 3
+ 6

x2

2
+ x δx = 6

x4

4!
+ 6

x3

3!
+ 1

x2

2!
+ c.

Označme f(x) :=
∑x

0 t
3 δt. Hledaný součet řady ze zadáńı úlohy je f(n). Zřejmě

∆f(x) = x3, takže

f(x) =
x∑
0

t3 δt = 6
t4

4!
+ 6

t3

3!
+ 1

t2

2!

∣∣∣∣x
0

= 6
x4

4!
+ 6

x3

3!
+ 1

x2

2!

= ∆4f(0)
x4

4!
+ ∆3f(0)

x3

3!
+ ∆2f(0)

x2

2!
+ ∆f(0)

x1

1!
.

Druhé řešeńı této úlohy sice bylo podstatně deľśı, ale poskytlo nám d̊uležitý po-
hled na chováńı diferenćı vyšš́ıch řád̊u. Podruhé už nebudeme muset dělat celý
tento proces od začátku.

3.1 Rychlý algoritmus na výpočet součtu mocnin

Chceme umět rychle poč́ıtat
∑

0≤k<n k
m pro nějaké pevně dané m. Ten úplně

nejpř́ımočařeǰśı postup by použ́ıval Θ(n) sč́ıtáńı a Θ(nm) násobeńı. Pokud bychom
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mocniny poč́ıtali chytře, tedy např́ıklad k27 = k1k2k8k16, tak bychom násobeńı
potřebovali pouze Θ(n logm), ale to je pořád dost pomalé.

Zkusme se na tento problém pod́ıvat pomoćı diskrétńı analýzy. Definujme
f(x) :=

∑x
0 t

m δt, hledaný součet je tedy f(n). Protože km je nějaká lineárńı kom-
binace klesaj́ıćıch mocnin stupně nejvýše m, tak f je nějaká lineárńı kombinace
klesaj́ıćıch mocnin stupně nejvýše m+1. Takže ∆m+1f je konstantńı a ∆m+2f je
nulová. Hodnoty prvńıch m+ 1 diferenćı f v nule můžeme určit z prvńıch m+ 1
hodnot funkce ∆f = xm. Stejnou argumentaćı jako v úloze 4 dojdeme k závěru

f(n) =
m+1∑
k=1

∆kf(0)

k!
nk =

∆f(0)

1!
n1 +

∆2f(0)

2!
n2 + · · ·+ ∆m+1f(0)

(m+ 1)!
nm+1.

Hodnoty ∆kf(0) se neměńı, takže je stač́ı spoč́ıtat pouze jednou. To zvládneme
pomoćı Θ(m2) operaćı. Protože nk+1 = (n − k)nk a (k + 1)! = (k + 1)k!, tak
vyhodnoceńı této funkce stoj́ı pouze Θ(m) operaćı, takže jsme konečně dostali
algoritmus nezávislý na velikosti vstupńıho parametru n. Nı́že je přiložená imple-
mentace v Pythonu pomoćı knihovny NumPy.

import numpy as np

class FastSummator ():

constants: [int]

def __init__(self , m: int):

diffs = np.zeros ((m+1, m+1), dtype=int)

# diference 1. radu je proste x na m-tou

diffs[0] = [i **m for i in range(m+1)]

for k in range(1, m+1):

# k-ty radek = diference (k-1)-ho radku

diffs[k] = np.roll(diffs[k-1], -1) - diffs[k-1]

# ulozime si hodnoty diferenci v nule

self.constants = diffs[:, 0]

def sum(self , n: int) -> int:

# kombinacni cisla: binom(n,1) = n

binoms = np.full(len(self.constants), n, dtype=int)

for k in range(1, len(self.constants)):

# binom(n,k+1) = binom(n,k) * (n-k)/(k+1)

binoms[k] = binoms[k-1] * (n-k) // (k+1)

return np.sum(self.constants * binoms)

3.2 Formulace a d̊ukaz věty

Pojd’me pořádně zformulovat, co jsme se to vlastně dozvěděli.

Definice 9 (Gregory-Newtonova řada). Pro funkci f definujeme jej́ı Gregory-
Newtonovu řadu jako funkci

Nf (x) :=
∞∑
k=0

∆kf(0)

k!
xk =

∞∑
k=0

(
x

k

)
∆kf(0).

Je to diskrétńı alternativa Taylorovy řady

Tf (x) :=
∞∑
k=0

Dkf(0)

k!
xk.

9



Věta 6 (Gregory-Newtonova formule). Pro libovolnou funkci f a pro libovolné
n ∈ N plat́ı

f(n) = Nf (n) =
n∑

k=0

∆kf(0)

k!
nk.

D̊ukaz. Necht’ n je nějaké pevně dané přirozené č́ıslo. Nejprve si uvědomme, že
všechny členyNf (n) jsou pro k > n nulové. To je d́ıky tomu, že pro n, k ∈ N, k > n
je nk = 0. Hodnoty f(0), f(1), . . . f(n) jednoznačně určuj́ı polynom p stupně n,
takový, že ∀k ∈ N, 0 ≤ k ≤ n : p(k) = f(k). Ukážeme, že p(n) = Nf (n). Zapǐsme
p jako lineárńı kombinaci klesaj́ıćıch mocnin

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + · · ·+ anx

n.

Protože ∆xn = nxn−1, tak ∆kxn = nkxn−k, tud́ıž pro libovolné k ∈ N máme

∆kp(x) = 0 + akk
kx0 + ak+1(k + 1)kx1 + · · ·+ ann

kxn−k

= akk! + ak+1(k + 1)kx1 + · · ·+ ann
kxn−k.

Všimněme si, že ∆kp(0) = akk!, takže ak = ∆kp(0)/k! = ∆kf(0)/k!. Proto jsou
všechny členy Nf (n) a p(n) stejné, takže Nf (n) = p(n) = f(n).

k

D̊usledek. Součet řady
∑m

k=0 f(k) je polynom ⇐⇒ ∃n ∈ N : ∆nf = 0.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme implikaci ‘⇒’. Označme g(x) :=
∑x

k=0 f(k). Necht’ n
je stupeň g; g je tedy možné vyjádřit jako nějakou lineárńı kombinaci klesaj́ıćıch
mocnin stupně nejvýše n, tud́ıž ∆n+1g = ∆nf = 0.
Nyńı ‘⇐’. V tomto př́ıpadě má Gregory-Newtonova řada funkce f pouze konečný
počet nenulových člen̊u, jej́ı součet je tedy nějaký polynom. Protože funkci f
vyhodnocujeme pouze v přirozených č́ıslech, tak je pro nás nerozlǐsitelná od Nf .
Takže vlastně sč́ıtáme polynomy a součet polynomů je opět polynom.

k

Polynomy jsou tedy v jistém slova smyslu speciálńı. Můžeme si všimnou, že
z tohoto pozorováńı vyplývá ještě jedna zaj́ımavá vlastnost. Gregory-Newtonova
řada polynomu p má vždy konečně mnoho nenulových člen̊u, takže to je také
nějaký polynom. Polynom stupně n je určen hodnotami v n + 1 bodech, jenže
p a Np maj́ı stejné hodnoty ve všech přirozených č́ıslech, takže p = Np.

1 Z toho
vyplývá, že p(z) = Np(z) pro každé z ∈ C. Daľśı funkce, která se takto chová, je
exponenciála 2z. Můžeme ji totiž zapsat jako

2z =
∞∑
k=0

zk

k!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+ · · · , ∀z ∈ C : ℜ(z) > 0.

Vlastně by nás to nemělo překvapovat, protože

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+ · · · , ∀z ∈ C.

Tuto vlastnost 2z je možné dokázat vyjádřeńım výrazu (1+1)z pomoćı zobecněné
binomické věty.

1P = NP confirmed?!
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Úloha 5. Najdi pokračováńı posloupnosti 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, 163, . . .

Řešeńı. Samozřejmě můžeme za následuj́ıćı prvek této posloupnosti prohlásit
úplně cokoliv, ale my bychom rádi vymysleli nějaký rozumný explicitńı vzorec.
Zkusme si napsat diference jej́ıch člen̊u.

f(n) 1 2 4 8 16 31 57 99 163 256

∆f(n) 1 2 4 8 15 26 42 64 93

∆2f(n) 1 2 4 7 11 16 22 29

∆3f(n) 1 2 3 4 5 6 7

∆4f(n) 1 1 1 1 1 1

Gregory-Newtonova formule nám ř́ıká, že funkci f je možné zapsat jako

f(n) =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
+

(
n

4

)
=

(
n+ 1

4

)
+

(
n+ 1

2

)
+ 1,

přičemž f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 4 až f(8) = 163 a f(9) = 256. Pokud
přijmeme, že členy této posloupnosti má být možné vyjádřit pomoćı nějakého
polynomu, potom je f jej́ı jedinou možnou interpretaćı.

Poznámka. Mimochodem, f(n) udává maximálńı možný počet oblast́ı, na který
lze rozdělit kruh pomoćı n úseček.
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4 Řešené př́ıklady

4.1 Součty jednoduchých řad

Úloha 6.
∑

0≤k<n

ak = 1 + a1 + a2 + · · ·+ an−1.

Řešeńı. Pokud a = 1, tak součet této řady je n. Jinak máme∑
0≤k<n

ak =
n∑
0

ax δx =
ax

a− 1

∣∣∣∣n
0

=
an

a− 1
− 1

a− 1
=

an − 1

a− 1
.

Úloha 7.
∑

0≤k<n

km = 0m + 1m + 2m + 3m + · · ·+ (n− 1)m.

Řešeńı. Pokud m = −1, potom km = 1/(k + 1), takže součet této řady je Hn.
V opačném př́ıpadě můžeme uplatnit vzoreček ∆xm = mxm−1, takže∑

0≤k<n

km =
n∑
0

xm δx =
xm+1

m+ 1

∣∣∣∣n
0

=
nm+1

m+ 1
.

Je d̊uležité si uvědomit, že m je konstanta. Proto přestože k! = kk, tak dosazeńım
k za m neźıskáme součet faktoriál̊u.

Úloha 8.
n∑

k=1

k · k! = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n!.

Řešeńı. Funkce x · x! v naš́ı tabulce neńı, takže nejprve muśıme naj́ıt nějakou
funkci f , splňuj́ıćı x · x! = ∆f(x). Máme dvě možnosti. Bud’ takovou funkci
uhodnout, nebo nějak chytře upravit x · x!. Pojd’me zkusit to druhé:

x · x! = (x+ 1− 1)x! = (x+ 1)x!− x! = (x+ 1)!− x! = ∆x!.

Nyńı už je řešeńı této úlohy snadné.

n∑
k=1

k · k! =
n+1∑
1

x · x! δx = x!

∣∣∣∣n+1

1

= (n+ 1)!− 1.

4.2 Součty řad pomoćı per partes

Úloha 9.
∑

0≤k<n

k2k = 1 · 21 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ (n− 1) · 2n−1.

Řešeńı. Představme si, že jsme mı́sto sumy dostali integrál
∫
xex dx. Ten bychom

s největš́ı pravděpodobnost́ı řešili pomoćı per partes jako∫
xex dx =

∫
xD(ex) dx = xex −

∫
D(x)ex dx = xex −

∫
ex dx.

Pojd’me zkusit udělat to samé pro naš́ı sumu.∑
x2x δx =

∑
x∆(2x) δx = x2x −

∑
∆(x)E(2x) δx = x2x −

∑
2x+1 δx

= x2x − 2x+1 = (x− 2)2x + c.
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Je vidět, že per partes je možné aplikovat na stejné druhy problémů. Součet řady
ze zadańı urč́ıme jednoduchým vyhodnoceńım této sumy.

∑
0≤k<n

k2k =
n∑
0

x2x δx = (x− 2)2x
∣∣∣∣n
0

= (n− 2)2n + 2.

Úloha 10.
∑

0≤k<n

Hk = H1 +H2 + · · ·+Hn−1. (H0 = 0)

Řešeńı. Opět využijeme metodu per partes. Budeme postupoval velmi podobně,
jako kdybychom řešili integrál

∫
lnx dx = x lnx− x+ c.∑

Hx δx =
∑

1 ·Hx δx =
∑

∆(x)Hx δx = xHx −
∑

E(x)∆(Hx) δx

= xHx −
∑

(x+ 1)x−1 δx = xHx −
∑

1 δx = xHx − x+ c.

Pojd’me si to ještě ověřit z definice neurčité sumy:

∆(xHx−x) = ∆(xHx)−1 = E(x)∆(Hx)+∆(x)Hx−1 = (x+1)x−1+Hx−1 = Hx.

Nyńı tento výsledek využijeme, abychom určili součet řady ze zadáńı.

∑
0≤k<n

Hk =
n∑
0

Hx δx = xHx − x

∣∣∣∣n
0

= nHn − n.

Úloha 11.
n∑

k=1

k23k = 12 · 31 + 22 · 32 + 32 · 33 + 42 · 34 + · · ·+ n2 · 3n.

Řešeńı. Kdyby to byl integrál, tak by tohle byla typická úloha na v́ıcenásobné
použit́ı per partes. Pojd’me tuto sumu nejprve vyřešit pomalu.∑

x23x δx =
∑

x2∆

(
3x

2

)
δx

=
1

2
x23x −

∑
(2x+ 1)

3x+1

2
δx

=
1

2
x23x −

∑
(2x+ 1)∆

(
3x+1

4

)
δx

=
1

2
x23x − 1

4
(2x+ 1)3x+1 +

∑
2
3x+2

4
δx

=
1

2
x23x − 1

4
(2x+ 1)3x+1 +

3x+2

4

=
1

2
3x(x2 − 3x+ 3) + c.

To nevypadá moc hezky, zkuśıme si to ověřit. Diference tohoto součinu je

1

2
3x+1(2x+1− 3)+

1

2
2 · 3x(x2− 3x+3) =

3x

2
(6x− 6+ 2x2− 6x+6) = 3xx2,

což odpov́ıdá.
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Tato metoda funguje, ale je zbytečně pomalá. Kdybychom řešili integrál
∫
x23x dx,

tak bychom nejsṕı̌s raději použili rychlou verzi metody per partes:

∫
x23x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D
∫

+ x2

↘ 3x

− 2x ↘ 3x/ln(3)

+ 2 ↘ 3x/ln2(3)

− 0 → 3x/ln3(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x2 3x

ln(3)
−2x

3x

ln2(3)
+2

3x

ln3(3)
−
∫

0 dx.

Posledńı integrál
∫
0 dx = c. Zkusme udělat to samé pro naš́ı sumu. Postup bude

analogický, pouze si budeme muset dát pozor na posuny.

∑
x23x δx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆
∑

+ x2

↘ 3x

− 2x+ 1 E↘ 3x/2

+ 2 E2

↘ 3x/4

− 0 E3→ 3x/8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
x23x− 1

4
(2x+1)3x+1+

1

4
3x+2+ c.

Dobrá, nyńı můžeme seč́ıst řadu ze zadańı.

n∑
k=1

k23k =
n+1∑
1

x23x δx =
1

2
3x(x2 − 3x+ 3)

∣∣∣∣n+1

1

=
1

2
3n+1(n2 + 2n+ 1− 3n− 3 + 3)− 1

2
3

=
1

2
3n+1(n2 − n+ 1)− 3

2
.

Úloha 12.
n∑

k=0

kHk = H1 + 2H2 + 3H3 + · · ·+ nHn.

Řešeńı. Nejprve urč́ıme odpov́ıdaj́ıćı neurčitou sumu pomoćı per partes.

∑
xHx δx =

∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ x ↘ Hx

− 1 E→ xHx − x

∣∣∣∣∣∣∣
= x2Hx − x2 −

∑
(x+ 1)Hx+1 − (x+ 1) δx

= x2Hx − x2 +
x2

2
+ x−

∑
(x+ 1)Hx+1 δx.

Chtěli bychom dosáhnou zacykleńı, ale kv̊uli posunut́ı to neńı možné. Učińıme
jednoduché pozorováńı, které nám umožńı podobné situace efektivně řešit.

Pozorováńı. Plat́ı
∑

f(x+ 1) δx =
∑

f(x) δx+ f(x).

D̊ukaz. Pravdivost této identity vyplývá z definice neurčité sumy:

∆
(∑

f(x) δx+ f(x)
)
= f(x) + ∆f(x) = f(x+ 1).

k
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Takže∑
xHx δx = x2Hx − x2 +

x2

2
+ x−

∑
xHx δx− xHx.

Z toho vyplývá, že∑
xHx δx =

1

2

(
x2Hx − xHx − x2 + x+

x2

2

)
=

1

2

(
(x2 − x)Hx − x(x− 1) +

x(x− 1)

2

)
=

1

2

(
x(x− 1)Hx −

x(x− 1)

2

)
=

x2

4
(2Hx − 1).

A součet zadané řady tedy je

n∑
k=0

kHx =
n+1∑
0

xHx δx =
x2

4
(2Hx − 1)

∣∣∣∣n+1

0

=
n(n+ 1)

4
(2Hn+1 − 1).

Tento výsledek je poměrně elegantńı, protože ř́ıká, že

1H1 + 2H2 + 3H3 + · · ·+ nHn = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)
(
Hn+1 − 1

2

)
.

Úloha 13.
∑

0≤k<n

H2
k = H2

1 +H2
2 +H2

3 + · · ·+H2
n−1.

Řešeńı. Po aplikaci per partes použijeme pozorováńı z minulé úlohy.

∑
H2

x δx =

∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ Hx ↘ Hx

− 1
x+1

E→ xHx − x

∣∣∣∣∣∣∣
= xH2

x − xHx −
∑ (x+ 1)(Hx+1 − 1)

x+ 1
δx

= xH2
x − xHx + x−

∑
Hx+1 δx

= xH2
x − xHx + x− (xHx − x+Hx)

= xH2
x − (2x+ 1)Hx + 2x+ c.

Proto ∑
0≤k<n

H2
k =

n∑
0

Hx δx = nH2
n − (2n+ 1)Hn + 2n.

4.3 Součty řad kombinačńıch č́ısel

Kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
, čteme

”
n nad k,“ je počet k-prvkových podmnožin

n-prvkové množiny. Rozmysleme si, kolik to vlastně je. Jedńım z možných řešeńı
je představit si, že tuto k-prvkovou podmnožinu budujeme. Prvńı prvek můžeme
vybrat n zp̊usoby, druhý už pouze n − 1 zp̊usoby atd. Posledńı, k-tý prvek lze
vybrat n−k+1 zp̊usoby. Právě jsme vytvořili n(n−1) · · · (n−k+1) posloupnost́ı
k prvk̊u, za každou podmnožinu celkem k! permutaćı. Odpověd’ na naši otázku
tedy je nk/k!. My tento koncept ještě trochu zobecńıme.
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Definice 10 (kombinačńı č́ıslo). Pro r ∈ R, k ∈ Z definujeme kombinačńı č́ıslo,
nebo také binomický koeficient jako(

r

k

)
:=

{
rk/k!, pro k ≥ 0,

0, pro k < 0.

Všimněme si, že speciálně pro n, k ∈ N a 0 ≤ k ≤ n plat́ı(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Dále, pokud n, k ∈ N, ale k > n, potom nk = 0, takže
(
n
k

)
= 0. Intuitivně si

můžeme představovat, že n-tá řada Pascalova trojúhelńıku konč́ı
(
n
n

)
a potom

následuj́ı samé nuly. Podobně, doleva od
(
n
0

)
jsou také nuly.

Kombinačńı č́ısla si zaslouž́ı vlastńı kategorii, protože maj́ı spoustu hezkých
kombinatorických vlastnost́ı.

Tvrzeńı 7 (pravidlo souměrnosti). Pro všechna n ∈ N, k ∈ Z plat́ı(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
. (1)

D̊ukaz. Pravidlo souměrnosti plat́ı, protože pro k < 0 jsou obě strany nulové a
pro k ≥ 0 lze mezi množinou všech k-prvkových podmnožin a množinou všech
(n−k)-prvkových podmnožin sestrojit bijekci, která každé k-prvkové podmnožině
přǐrad́ı jej́ı (n− k)-prvkový doplněk.

k

Daľśı pravidlo nám umožňuje manipulovat s indexy kombinačńıch č́ısel.

Tvrzeńı 8 (pravidlo extrakce). Pro všechna r ∈ R, k ∈ Z plat́ı

k

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k − 1

)
, (2)

(r − k)

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k

)
, (3)

k

(
r

k

)
= (r − k + 1)

(
r

k − 1

)
. (4)

D̊ukaz. Prvńı identita plyne z definice 10, protože rk = r(r−1)k−1 a k! = k(k−1)!
pro k > 0; obě strany jsou nulové pro k ≤ 0. Druhá identita plat́ı, protože
r(r − 1)k = rk (r − k) pro k ≥ 0; obě strany jsou opět nulové pro k < 0. Třet́ı
identitu źıskáme aplikaćı (3) na pravou stranu (2). Pro r, k ∈ N maj́ı všechny
tyto identity hezký kombinatorický význam.

k

Tvrzeńı 9 (Pascalovo pravidlo). Pro všechna r ∈ R, k ∈ Z plat́ı(
r

k

)
=

(
r − 1

k

)
+

(
r − 1

k − 1

)
. (5)
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D̊ukaz. Pascalovo pravidlo můžeme dokázat sečteńım prvńıch dvou extrakčńıch
identit (2) a (3):

(r − k)

(
r

k

)
+ k

(
r

k

)
= r

(
r − 1

k

)
+ r

(
r − 1

k − 1

)
;

vyděleńı obou stran rovnice r ̸= 0 nám dá (5). Zkontrolovat př́ıpad r = 0 je
snadné.

k

Ještě bychom měli zjistit diferenci a sumu kombinačńıch č́ısel. Diference je

∆

(
x

k

)
=

(
x+ 1

k

)
−

(
x

k

)
=

(
x

k

)
+

(
x

k − 1

)
−
(
x

k

)
=

(
x

k − 1

)
,

přičemž jsme v druhé rovnosti aplikovali Pascalovo pravidlo. Suma tud́ıž je∑(
x

k

)
δx =

(
x

k + 1

)
+ c.

Úloha 14.
n∑

m=0

(
m

k

)
=

(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
.

Řešeńı. Toto je známá
”
hokejková“ řada, protože v Pascalově trojúhelńıku tvoř́ı

jej́ı členy spolu s výsledkem tvar hokejky. S naš́ım aparátem ji spoč́ıtáme snadno:

n∑
m=0

(
m

k

)
=

n+1∑
0

(
x

k

)
δx =

(
x

k + 1

)∣∣∣∣n+1

0

=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Úloha 15.
n∑

m=0

m

(
m

k

)
= k

(
k

k

)
+ (k + 1)

(
k + 1

k

)
+ · · ·+ n

(
n

k

)
.

Řešeńı. Toto je trochu složitěǰśı variace na téma hokejek.

n+1∑
0

x

(
x

k

)
δx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ x ↘

(
x
k

)
− 1 E↘

(
x

k+1

)
+ 0 E2→

(
x

k+2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = x

(
x

k + 1

)
−
(
x+ 1

k + 2

)∣∣∣∣n+1

0

= (n+ 1)

(
n+ 1

k + 1

)
−
(
n+ 2

k + 2

)
− 0

(
0

k + 1

)
+

(
1

k + 2

)
= (n+ 1)

(
n+ 1

k + 1

)
−
(
n+ 1

k + 1

)
−
(
n+ 1

k + 2

)
= n

(
n+ 1

k + 1

)
−
(
n+ 1

k + 2

)
.

Úloha 16.
n∑

k=0

k

(
m− k − 1

m− n− 1

)/(
m

n

)
.

17



Řešeńı. Tato řada možná vypadá na prvńı pohled děsivě, ale principiálně bychom
ji měli být schopni vyřešit. Označme S součet řady ze zadńı a

T :=
n∑

k=0

k

(
m− k − 1

m− n− 1

)
.

Ve výrazu
(
m
n

)
se index k neobjevuje, takže S = T/

(
m
n

)
. Proto stač́ı určit T . Pro

použit́ı per partes, budeme muset zjistit sumu
∑(

m−x−1
s

)
δx. To naštěst́ı neńı

problém, protože ∆
(
m−x
s

)
= −

(
m−x−1
s−1

)
, takže

∑(
m−x−1

s

)
δx = −

(
m−x
s+1

)
. Nyńı

T =
n+1∑
0

x

(
m− x− 1

m− n− 1

)
δx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ x ↘

(
m−x−1
m−n−1

)
− 1 E↘ −

(
m−x
m−n

)
+ 0 E2→

(
m−x+1
m−n+1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −x
(
m− x

m− n

)
−

(
m− x

m− n+ 1

)∣∣∣∣n+1

0

= −(n+ 1)0− 0 + 0

(
m

m− n

)
+

(
m

m− n+ 1

)
=

(
m

m− n+ 1

)
=

m− (m− n+ 1) + 1

m− n+ 1

(
m

m− n

)
podle (4)

=
n

m− n+ 1

(
m

m− n

)
.

Hledaná suma tud́ıž je

S =
n

m− n+ 1

(
m

m− n

)/(
m

n

)
=

n

m− n+ 1
.

4.4 Součty nekonečných řad

Abychom mohli aplikovat mašinérii diskrétńı analýzy na nekonečné řady, tak
nejprve muśıme definovat nevlastńı sumu.

Definice 11 (nevlastńı suma). Definujme

∞∑
a

f(x) δx := lim
n→∞

n∑
a

f(x) δx.

Lemma 10. Plat́ı

∞∑
k=a

f(k) =
∞∑
a

f(x) δx.

D̊ukaz. Důkaz je př́ımočarý z definice součtu nekonečné řady.

∞∑
k=a

f(k) = lim
n→∞

n∑
k=a

f(k) = lim
n→∞

n−1∑
a

f(x) δx =
∞∑
a

f(x) δx.

k

18



Úloha 17.
∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ · · · .

Řešeńı. Řadu nejprve přepǐsme pomoćı klesaj́ıćıch mocnin a poté ji sečteme.

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=0

1

(k + 1)(k + 2)
=

∞∑
k=0

k−2 =
∞∑
0

x−2 δx

=
x−1

−1

∣∣∣∣∞
0

=
1

x+ 1

∣∣∣∣0
∞
= 1− lim

n→∞

1

n+ 1
= 1.

Úloha 18.
∞∑
k=1

1

km
=

1

1m
+

1

2m
+

1

3m
+ · · · , m ≥ 2.

Řešeńı. Úloha 17 je speciálńı př́ıpad této řady, konkrétně pro m = 2.

∞∑
k=1

1

km
=

∞∑
k=0

1

(k + 1)m
=

∞∑
k=0

k−m =
∞∑
0

x−m δx =
x−m+1

−m+ 1

∣∣∣∣∞
0

=
x−(m−1)

m− 1

∣∣∣∣0
∞

=
1

(m− 1)(x+ 1)m−1

∣∣∣∣0
∞
=

1

(m− 1)1m−1
− 0 =

1

(m− 1)(m− 1)!
.

Úloha 19.
∞∑
n=k

1(
n
k

) =
1(
k
k

) +
1(

k+1
k

) +
1(

k+2
k

) + · · ·

Řešeńı. Součet této nekonečné řady odpov́ıdá součtu převrácených hodnot k-tých
prvk̊u všech řad Pascalova trojúhelńıku, viz obrázek 1.

Obrázek 1: Vyznačeńı součt̊u převrácených hodnot k-tých prvk̊u řad; zdroj: [1].

Pro k = 0 tato řada zjevně diverguje. Př́ıpad k = 1 je zaj́ımavěǰśı, dostáváme
totiž harmonickou řadu, ale ta opět diverguje. Zaměřme se na k ≥ 2. Všimněme
si, že k je konstanta, takže můžeme vytknout k! před sumu. Nav́ıc,

1(
n
k

) =
k!

nk
=

k!

(n− k + 1)k
,
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a tud́ıž

∞∑
n=k

1(
n
k

) = k!
∞∑
n=k

1

(n− k + 1)k
= k!

∞∑
n=1

1

nk
=

ovšem tuto sumu jsme již vyřešili v úloze 18, takže

= k!
1

(k − 1)(k − 1)!
=

k

k − 1
.

4.5 Alternuj́ıćı harmonická řada

V úloze 10 jsme došli k výsledku
∑

Hx δx = xHx − x + c. V této sekci se
zaměř́ıme na alternuj́ıćı harmonickou řadu, která je daná předpisem

An :=
2n∑
k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n
.

Úloha 20.
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · .

Řešeńı. Označme součet této řady S. Potom S = limn→∞An. Tato řada zjevně
nějak souviśı s harmonickou řadu, zkusme ji tedy vyjádřit pomoćı harmonických
č́ısel. Všimněme si, že záporné členy maj́ı ve jmenovateli vždy něco sudého, takže
je můžeme přepsat jako 1/2n = 1/n− 1/2n.

An = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n

= 1−
(
1− 1

2

)
+

1

3
−

(
1

2
− 1

4

)
+ · · ·+ 1

2n− 1
−
(
1

n
− 1

2n

)
= 1− 1 +

1

2
+

1

3
− 1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

n
+

1

2n

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
+

1

2n
− 1

1
− 1

2
− · · · − 1

n

= H2n −Hn.

Protože Hn ∼ ln(n), tak

S = lim
n→∞

An = lim
n→∞

(
H2n−Hn

)
= lim

n→∞

(
ln(2n)− ln(n)

)
= lim

n→∞
ln(2) = ln(2).

Jelikož umı́me An vyjádřit pomoćı harmonických č́ısel, tak bychom měli být
schopni nalézt ∆Ax. Známe ∆Hx = x−1, ale ještě muśıme naj́ıt ∆H2x.

∆H2x = H2x+2 −H2x =
1

2x+ 1
+

1

2x+ 2
= (2x)−1 +

1

2
x−1.

Z toho také vyplývá, že
∑

(2x)−1 δx = H2x − 1
2
Hx.

Úloha 21.
∑

0≤k<n

An = A0 + A1 + A2 + · · ·+ An−1.
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Řešeńı. Označme hledaný součet S. Potom

S =
∑

0≤k<n

(H2k −Hk) =
∑

0≤k<n

H2k −
∑

0≤k<n

Hk = n− nHn +
∑

0≤k<n

H2k.

Čili muśıme určit
∑

H2x δx.

∑
H2x δx =

∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ H2x ↘ 1

− 1
2x+1

+ x−1

2
E→ x

∣∣∣∣∣∣∣
= xH2x −

∑(
1

2x+ 1
+

x−1

2

)
(x+ 1) δx

= xH2x −
1

2

∑(
2

2x+ 1
+ x−1

)
(x+ 1) δx

= xH2x −
1

2

∑ 2x+ 2

2x+ 1
+ 1 δx

= xH2x −
1

2

∑
(2x)−1 + 2 δx

= xH2x −
1

2

(
H2x −

1

2
Hx + 2x

)
=

2x− 1

2
H2x +

1

4
Hx − x+ c.

Součet řady ze zadáńı tedy je

S = n− nHn +
2x− 1

2
H2x +

1

4
Hx − x

∣∣∣∣n
0

= n− nHn +
2n− 1

2
H2n +

1

4
Hn − n

=
2n− 1

2
H2n −

4n− 1

4
Hn.

4.6 Řešeńı rekurenćı

Diskrétńı analýza nám umožňuje řešit i některé rekurentně zadané posloup-
nosti. V tomto ohledu jsou sice mnohem mocněǰśı generuj́ıćı funkce, ovšem řešeńı
rekurenćı pomoćı generuj́ıćıch funkćı vždy obsahuje nějaký rozklad na parciálńı
zlomky, což je nepř́ıjemné.

Úloha 22. Najdi vzorec rekurence a0 = 1 a an = 3an−1 + 2n pro n > 0.

Řešeńı. Zkusme si napsat prvńıch pár člen̊u této posloupnosti:

a0 = 1,

a1 = 3 + 2,

a2 = 32 + 3121 + 22,

a3 = 33 + 3221 + 3122 + 23,

a4 = 34 + 3321 + 3222 + 3123 + 24.
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Zřejmě an =
∑n

k=0 3
n−k2k. Povedlo se nám naj́ıt vzorec ve tvaru řady, kterou

umı́me seč́ıst pomoćı per partes.

S :=
∑

3n−x2x δx =

∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ 3n−x

↘ 2x

− −2 · 3n−x−1
E→ 2x

∣∣∣∣∣∣∣ = 3n−x2x + 2
∑

3n−x−12x+1 δx

= 3n−x2x +
4

3

∑
3n−x2x δx = 3n−x2x +

4

3
S.

Takže

S =
∑

3n−x2x δx = −3 · 3n−x2x = −3n+1−x2x + c.

Tud́ıž n-tý člen zadané posloupnosti je

an =
n∑

k=0

3n−k2k =
n+1∑
0

3n−x2x δx = −3n+1−x2x
∣∣∣∣n+1

0

= 3n+1 − 2n+1.

Ovšem může se stát, že se nám zapsat n-tý jako součet nějaké rozumné řady
nepodař́ı. Tohle nestane např́ıklad u slavné Fibonacciho posloupnosti.

4.7 Diferenčńı rovnice a Fibonacciho posloupnost

Úloha 23. Najdi vzorec pro n-té Fibonacciho č́ıslo. Fibonacciho posloupnost je
rekurence F0 = 0, F1 = 1 a Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n > 1.

Řešeńı. Označme f(n) := Fn. Posloupnosti můžeme analyzovat také pomoćı
vyšš́ıch řád̊u jejich diferenćı. V př́ıpadě Fibonacciho posloupnosti máme

f(n) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

∆f(n) 1 0 1 1 2 3 5 8 13

∆2f(n) − 1 1 0 1 1 2 3 5.

Je vidět, že posloupnost se v diferenćıch opakuje, pouze je posunutá. Tohle by
nám mělo napovědět, že Fibonacciho posloupnost má exponenciálńı charakter,
jelikož ∆n2x = 2x a ∆nax = (a− 1)nax. Také si všimněme, že

f(n) = ∆f(n) + ∆2f(n). (6)

Tuto diferenčńı rovnici můžeme vyřešit téměř stejně jako odpov́ıdaj́ıćı homogenńı
lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu. Nejprve uhodněme, že cn by mohlo
být řešeńım. Potom ∆cn = (c−1)cn a ∆2cn = (c−1)2cn. Dosazeńım do (6) máme

cn = (c− 1)cn + (c− 1)2cn =⇒ 0 = (c− 1)2 + (c− 1)− 1.

Po pár jednoduchých úpravách źıskáme kvadratickou rovnici c2−c−1 = 0, jej́ımž
řešeńım je známý zlatý řež φ = 1+

√
5

2
a jeho redukovaná verze ϕ = 1−

√
5

2
. Funkce f

muśı být nějakou lineárńı kombinaćı těchto dvou exponenciál. Tedy

f(n) = a · φn + b · ϕn, a, b ∈ R.

Nav́ıc v́ıme, že f(0) = a+ b = 0 a f(1) = aφ+ bϕ = 1, takže a = 1√
5
a b = − 1√

5
.

T́ımto jsme źıskali slavný Binet̊uv vzorec

Fn =
1√
5

(
φn − ϕn

)
.
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U Fibonacciho posloupnosti ještě chvilku z̊ustaneme.

Úloha 24.
n∑

k=1

Fk = F1 + F2 + · · ·+ Fn.

Řešeńı. Již v minulé úloze jsme si všimli, že ∆Fn = Fn+1 − Fn = Fn−1. Takže∑
Fn = Fn+1. Máme tedy

n∑
k=1

Fk =
n+1∑
1

Fx δx = Fx+1

∣∣∣∣n+1

1

= Fn+2 − 1.

Úloha 25.
n∑

k=1

F 2
k = F 2

1 + F 2
2 + · · ·+ F 2

n .

Řešeńı. Zkusme se pod́ıvat na diferenci toho, co sč́ıtáme, třeba to pomůže.

∆F 2
n = ∆(FnFn) = EFn∆Fn + Fn∆Fn = Fn+1Fn−1 + FnFn−1 = Fn−1Fn+2.

Hmm, tak to moc nepomohlo. Dobrá, zkuśıme per partes.

∑
F 2
x δx =

∣∣∣∣∣∣∣
∆

∑
+ Fx ↘ Fx

− Fx−1 E→ Fx+1

∣∣∣∣∣∣∣ = FxFx+1 −
∑

Fx−1Fx+2 δx

= FxFx+1 − F 2
x = Fx(Fx+1 − Fx) = FxFx−1 + c.

Tak nakonec nebyl ten výpočet ∆F 2
n úplně zbytečný, tady jsme jej zužitkovali.

Součet řady ze zadáńı úlohy tud́ıž je

n∑
k=1

F 2
k =

n+1∑
1

F 2
x δx = FxFx−1

∣∣∣∣n+1

1

= FnFn+1.
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5 Reference

O této této fascinuj́ıćı metodě analýzy řad jsem se poprvé dočetl v [3], kde jsou
metody hledáńı součt̊u řad probrány opravdu do hloubky. Jako neformálńı úvod
do diskrétńı analýzy také může sloužit velmi hezké video [4] od Mathologera.
Dále mohu doporučit [2], kde je mimo jiné d̊ukaz obecného vzorce pro vyjádřeńı
polynomu pomoćı klesaj́ıćıch mocnin a Strilingových č́ısel.

Velká část úloh a př́ıklad̊u, které jsou zde vyřešené, pocháźı z těchto zdroj̊u.
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