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1 Co je to diskrétni analyza

V anglické literatufe je mozné toto odvétvi matematiky najit pod nazvem
“finite calculus”, ovSem zadny hezky cCesky preklad jsem nenasSel, proto budu
pouzivat nazev ,diskrétni analyza“.

Diskrétni analyza je neuvéritelné silnd masinérie, kterd nam umoznuje ana-
lyzovat posloupnosti a rady, zejména hledat soucty fad a explicitni vzorce pro
cleny rekurentné zadanych posloupnosti. VSechny koncepty diskrétni analyzy maji
néjakou paralelu ve znameéjsi ,spojité“ analyze. OvSsem ono zdiskrétnéni téchto
konceptu mnoho véci vyrazné zjednodusuje.

2 Paralely mezi diskrétni a spojitou analyzou

V této kapitole vybudujeme teorii diskrétni analyzy a naucime se ji aplikovat.

Poznamka. Nulu budeme povazovat za prirozené ¢islo, ¢ili 0 € N.

2.1 Klesajici mocnina

Definice 1 (klesajici mocnina). Pro r € R,k € N definujeme k-tou klesajicy,
resp. stoupajici mocninu Cisla r jako

k cinitelt
rE=r(r— 1) (r—k+1) (klesajici),
o= 41) - (r+k—1) (stoupajici).

Kdyz k = 0, tak dostdvdme prdzdny soucin, tedy 2 = r0 = 1. Vsimnéme si, ze
rk = L/ (r — k), takze dava smysl dodefinovat r=L == r%/(r +1) = 1/(r + 1).

_k 1 1

(r+1(r+2)---(r+k)  (r+1*
Tato definice ovem davé smysl pouze pro (r+1)% # 0, éilir ¢ {—1, —2,...—k}.

Definice 2 (faktoridl). Pron € N definujeme faktorial ¢isla n jako n! = 1" = n™.

2.2 Operator diference

Definice 3 (diference). Operdtor diference A definujeme jako

Af(z) = flz+1) = f(z).
Je to diskrétni alternativa operatoru derivace

Df(z) :== lim flwth) = f(a:)

h—0 h

Protoze celd teorie diskrétni analyzy slouzi k hledani souctu rad, tak neni
nutné, aby funkce f byla definovana na celych redlnych ¢islech. Méla by to byt
néjaka posloupnost, ¢ili ndm bude stacit f : Z — R, pripadné f : N — R. Také
si vSimnéme, ze diference, na rozdil od derivace, vzdy existuje.



Polynomy se vuéi derivaci chovaji hezky, protoze Da™ = nz" . Budou se
podobné chovat i vuéi diferenci? Bohuzel, Az? = (z+1)* — 2* = 2z + 1. Zachran{
nas klesajici mocniny, jelikoz Az?2 = (z + 1)z — x(z — 1) = 2x. Obecné plati, ze
Az = (z+1)2—22 = (z+ 1)a"=L — 2Lz — n + 1) = na™=L,

Dalsi vyznamna funkce ve svété derivaci je exponencidla e”, protoze De” = e*.
Ve svété diferenci hraje tuto roli funkce 2%, pro kterou plati A2% = 2%+ 2% = 922,
Pro obecny zdklad a dostaneme Aa® = aa® — a® = (a — 1)a”.

Lemma 1. BohuZel neexistuje Zadny obecny vzorec pro diferenci sloZené funkce,
ale existuji néjaké hezké specidalni pripady. Konkrétné

1. A(f+g)=Af+ Ay,

2. Alaf) = aAf,

3. A(f(e+2) = (Af)(c + ),

b A(fle =) = —(Af)(e—z —1).

Viyraz Af je v zdvorce, abychom si uvédomili, Ze se jednd o funkci.

Dikaz. Vsechny tyto vlastnosti je mozné snadno ovéfit z definice.
L A(f(z) +g(x)) = flz+1) + gz +1) = f(z) — g(z) = Af(z) + Ag(2),
2. Alaf(z)) = af(z+1) —af(@) = a(fx +1) - f(z)) = aAf().
Nyni nechf g(z) = f(c+2) a h(z) = f(c — ).
3. Ag(z) =g(z+1) —g(x) = flc+az+1) = flct+z) = (Af)(c+ ),
4 Ah(z)=h(z+1) = h(z) = flc—z—1) — fle—2) = —(Af)(c — z — 1).

4
Takze napiiklad A(z + 10)2 = n(z + 10)2=L nebo A3"* = —2. 3677,

2.3 Neurcita a urc¢ita suma

Definice 4 (neurc¢itd suma). Neurcitd suma funkce f je tiida funkei g takovych,
ze plati Ag = f. Tedy

> fla)dz=glz)+c = Ag=f, ceR.

Je to diskrétni alternativa neurcitého integralu

/f(x)dx:g(x)+c = Dg=f, ceR.

Vsimnéme si, ze obdobné jako Dec = 0, tak Ac = 0.

xn-&-l

Protoze Az = na"=L, tak ) a"dx = 2 + c. Je to obdoba zndméjstho

Ja™de = % + ¢. Ale co kdyz n = —1? Potom bychom méli > z=Léz = & + ¢,
coz je problém. Stejny problém vznikd u neurcitého integralu [z~!dz. Ovsem
da se ukézat, ze [x~'dxr = In|z| + ¢. Ve svété neurcitych sum hrajf tuto roli
harmonicka ¢isla.



Definice 5 (harmonické ¢islo). Pro n € N definujeme n-té harmonické cislo jako

—Zl—1+1+1+ i1
=k 203 n

Kdyz n = 0, tak dostavame prazdny soucet, ¢ili Hy = 0.

Vsimnéme si, ze AH, = H, ., — H, = x%l = =% takze Y 2=Ldr = H, + c.

Navic ukdzeme, ze H,, aIlnn jsou asymptoticky stejné, neboli lim,, o, H,/Inn = 1.
Podobnost [ 2" dz a ) 2™z tedy pokracuje i pro n = —1.

Tvrzeni 2. H, ~ In(n).

Diikaz. 7 grafu funkce 1/x je vidét, ze

n+11 nl
/ —deHn§1+/ —dx,
1 T 1 X

tudiz In(n + 1) < H,, <1+ In(n), takze
In(n +1) < H, <14 1

In(n) In(n) In(n)
Nyni, kdyz n — oo, tak 1 < H,,/In(n) <1, ¢li H,/In(n) — 1.

Definice 6 (urcita suma). Urcitd suma funkce f od a do b je

b
> f(2)dz:=g(b) —g(a), kde Ag=f.
Je to diskrétni alternativa urc¢itého integralu

/ f(x)dz = g(b) — gla), kde Dg = f.

2.4 Zakladni véta diskrétni analyzy

Veéta 3. (Zdkladni véta diskrétni analyzy) Pro libovolnou dvojici celjch ¢isela < b
a libovolnou funkci f definovanou pro vsechna k € Z : a < k < b platt

1

Do fk) =) fR) =) flx)éz

b—
a<k<b k=a

Diikaz. Necht f = Ag. Sumu nalevo vyjadiime pomoci Ag.

f ZAg Z<k+1>—g<k>)

=g(a+1)—g( )+g(a+2)—g(a+1)+---+g(b)—g(b—1)
b
=g(b) — g(a) =>_ f(z) 0. 0

Pojdme tuto zdsadni vétu dokézat jesté jednou, trochu jinak, abychom si
uvédomili, co pfesné je operator A zagc.



Definice 7 (posunuti). Operdtor posunuti E definujeme jako Ef(z) = f(z +1).

Pozorovdni. Pro operdtory A, E a 1 plati 1 + A = E, kde 1 je operator identity.
Dtz (1+)7(s) = J£)+A1(5) = J&)+ £+~ o) = fla 1) = Ef 0],

Dusledek. Opakovanou aplikaci mame (1 + A)™ = E", takze
(1+A)"f(z) =E"f(z) = f(z +n).
Totéz muzeme vyjadrit jinymi slovy jako
f@)+Af(x) +Af(x+1)+---+Af(x+n—-1)=E"f(z) = f(z +n).

Veéta 3] je pouze trividlni dusledek tohoto pozorovani:

b—1
> Ag(k) = —gla) + gla+1)+ ZAQ g(a) + g(b).
k=a k=a+1

2.5 Plocha pod kfivkou

Pomoci zakladni véty diskrétni analyzy lze pomérné snadno aproximovat plo-
chu pod ktivkou néjaké funkce. Limitnim pfechodem této aproximace dostaneme
znamou vétu hovorici o vztahu urcitého integralu a plochy pod kiivkou.

Definice 8. Plochu pod ktivkou redlné, spojité funkce f na uzavieném intervalu
[a, b] oznacime jako Pr(a,b). Plochu nad osou x pocitdme kladné, plochu pod osou
x zéporne. Takze tfeba pro f(z) = sin(z) je P(0,27) = 0.

Reknéme, ze chceme najit Py(a,b) pro néjaka a,b € Z. Vsimnéme si, ze tuto
plochu muzeme hrubé aproximovat jako soucet obsahu obdélniku sitky 1:

@‘

-1

Pila,b) =~ 1-fla)+1-fla+1)+---+1-f(b—1)=Y f(k Zf

a

el
Il

Sumu na konci lze vyjadrit jako F'(b) — F'(a), kde AF = f. Pro pfesnéjsi apro-
ximaci muzeme pouzit obdélniky sitky 1/2, jejich obsahy ovsem neumime secist,
proto graf funkce f rovnomeérné ,roztahneme* podél osy x tak, aby se bod a
presunul na 2a a bod b presunul na 2b. Obdélniky sitky 1/2 se tedy roztéhly
na sitku 1, takze umime spocitat soucet jejich obsahu. Ono roztazeni muzeme
formalné popsat pomoci funkce g(z) := f(z/2). Trochu lepsi aproximace tudiz je

(G(2b) — G(2a)), AG=y.

l\DI»—t

1
Ps(a,b) = 2 ,(2a, 2b) Z g(x
Posledni vyraz bychom chtéli néjak vyjadrit pomoci funkce f. Pokud definujeme
F(z) = G(2x)/2, tak

Py(a,b) ~ %(G(Qb) ~ G(20)) = F(b) — Fl(a).



Je mezi funkcemi F' a f néjaky vztah? Ano,
F(z+1/2) — F(x)
1/2
Pokud by sifka nasich obdélniku nebyla 1/2, ale h, tak bychom stejnou argumen-
taci dosli k zavéru

=G2r+1)—G(2z) = (AG)(2x) = g(2x) = f(x).

Fh(l’ -+ h) — Fh(a:) -
; = f(@).

Cfm mensi A bude, tim lepsi dostaneme aproximaci. Dokonce muzeme dosghnout
libovolné dobré aproximace. Takze, kdyz h — 0, tak F),(b) — Fy(a) — Py(a,b)
a navic w — DFj(x). To znamend, ze Ps(a,b) = F(b) — F(a), kde
DF = f, coz je presné definice urcitého integralu.

Ps(a,b) = Fy,(b) — Fr(a), piicemz

Véta 4 (zakladn{ véta integralniho poctu). Nechf f je redlnd funkce spojitd na
uzavieném intervalu [a,b], potom

b
Pf(a,b):/ f(x)dx.

Diikaz. Odvodili jsme to pro a,b € Z. Ukazat platnost pro a,b € R neni tézké,
ale ani zajimavé, proto to preskocime. Q

2.6 Metoda per partes

Operator posunuti jesté vyuzijeme. Stejné jako umime jednoduse derivovat
soucin dvou funkei D(fg) = fDg + gD f, tak lze podobné najit jeho diferenci.

Lemma 5. A(fg) = fAg+ EgAf.

Diikaz. Dukaz je velmi podobny dukazu vzorce pro derivaci soucinu.

A(f(z)g()) = f(z+1)g(x +1) — f(z)g(x)
= [+ Dglz+1) = f(x)g(x) + f(x)g(z +1) = f(z)g(x +1)
=g(@+ 1) (f(z+1) = f(2)) + f(2)(9(z + 1) — g(2))

= Eg(z)Af(z) + f(2)Ag(x). 0

Pozndmka. Derivace soucinu se operatoru posunuti vyhne, protoze misto z + 1 se
v dukazu objevuje x + h, takze g(z + h) — g(z), kdyz h — 0.

Stejné jako nam vzorec pro derivaci souc¢inu umoznuje integrovat per partes

/ngzfg—/ng,

tak muzeme provadét sumaci per partes. Aplikace sumy na preuspordadanou rov-

nici fAg = A(fg) — EgAf totiz dava

> fAg=fg—) EgAf

Dobré, takze metoda per partes funguje. Jesté bychom si mohli polozit otazku,
zda ve svéte diskrétni analyzy existuje néjakd obdoba metody substituce. Bohuzel
neexistuje. Obecné feseni maji pouze specialni piipady typu > f(c+x) dz, které
jsme jiz potkali v kontextu diferenci.



2.7 Tabulka zakladnich vzorecku

f=%9 Af=g f=>9 Af=yg

a 0 27 2%

=z 1 a® (a—1)a”
2=zx-1) 2 a” —(a—1)a=*!

o nat=L a®/(a—1) a®

L/ (n + 1) T af alAf

H, =L =1/(x+1) f+yg Af+ Ag
=12+ 2r + 1 fg fAg+ EgAf
flet o) (Af)(c+ ) flema)  —(AHe—z-1)

Tabulka 1: Tabulka zakladnich vzorecku pro praci s diferencemi a sumami.
Sloupecky je mozné ¢ist zleva doprava (f — Af) nebo zprava doleva (Y g < g).

Zkusme vyftesit par jednoduchych tloh, abychom se presvédcili, ze to opravdu
funguje a zvykli si na notaci.

Uloha 1. Z k=142 4224 ... oL

0<k<n

Resend. Budeme postupovat stejné, jako pii vyhodnocovéni fon e“dr =¢e" — 1.

> 2’9:2%2%;:296
0

0<k<n

=" 1.

0
Uloha 2. Zk:1+2+---+n.

k=1

Resend. Viimnéme si, ze > o se ndm bude vyhodnocovat snadnéji, nez ;. Takze
pokud to bude mozné, coz v tomto ptripadeé je, tak budeme scitat od nuly.

n+1 2

ik:ik:Zx(h:%
k=1 k=0 0

(4 1)2 0= n(n+1)

2 N 2

0

Uloha 3. Zk2:12+22+---+n2.

k=1
Resend. Tentokrat budeme muset rozepsat x2 jako 2 + z.

n+1

n n+1 n+1 3 9 3 9
2 _ 26 2 _r I (n+1)*  (n+1)
Zk —Zx 61:—Z(x+x)5x—§+?0 =3 + 5
k=0 0 0
(n+ 1)n(n—1) N (n+1)n _ n(n+3)(n+1)
3 2 3 '

Dobra, tak to zfejmé funguje — dospéli jsme ke zndmym vzorcum pro soucet

nesmirné mocnou Gregory-Newtonovu fady:.

7



3 Gregory-Newtonova formule

Uloha 4. Y k=142 4 .. 4 (n—1)%

0<k<n
Resent (1). Bohuzel uréit S 2° §x pifmo neumime, takze musime z° vyjadfit
né&jak chytie. Ziejmé 23 = ax® + bx? + cxt pro néjaka a,b,c € R. Po vyfesen{

soustavy tii linearnich rovnic o tfech neznamych zjistime, ze a =c=1a b = 3.
Tudiz

Z k= ZJ; 5m-2x + 322 —i—xéw—{ 73+ % :Zn2(n—1)2.

0<k<n 0
Resend (2). Zkusme se podivat na vyssi fady diferenci funkce z°.

2 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729
Az? 1 7 19 37 61 91 127 169 217
A%z 6 12 18 24 30 36 42 54
AN’z 6 6 6 6 6 6 6

Vypada to, ze A%z = 6. Postupnou sumaci se dopracujeme az k > a? dx.

A% —ZA31:351:—Z661:—6:U+0—6$+6 « A2%(0) = 6
2 2
Ax3:26x+65x:6?+6x+c§65+6x+1, « Az’(0) = 1

3 xz

x3_26%2+6x+15x_62$—3+63+x+c7 0. %x0°=0
Nyni uz snadno dopocitdme > x3 §z jako
2 3 2
Zx 5x—26—+6—+x5x—65+6§+1§+c

Oznacme f(x) =Y g t*6t. Hledany soucet fady ze zadani dlohy je f(n). Zrejmé
Af(x) = 23, takze

t3 2| 4 1.3 12
3 _
Ztét_G +6§+ 2, =6 +05 15
_ A0S+ A0S + A2f<o>””—2 RN
4! 3! 2! 1

Druhé teseni této tlohy sice bylo podstatné delsi, ale poskytlo nam dulezity po-
hled na chovéni diferenci vyssich fadu. Podruhé uz nebudeme muset délat cely
tento proces od zacatku.

3.1 Rychly algoritmus na vypocet souc¢tu mocnin

Chceme umét rychle pocitat Y, k™ pro néjaké pevné dané m. Ten tiplné
nejpiimocarejsi postup by pouzival ©(n) s¢itani a ©(nm) nasobeni. Pokud bychom



mocniny pocitali chytie, tedy napiiklad k%" = k'k2k8k'6, tak bychom ndsobeni
potiebovali pouze ©(nlogm), ale to je porad dost pomalé.

Zkusme se na tento problém podivat pomoci diskrétni analyzy. Definujme
f(z) = >";t"™ot, hledany soucet je tedy f(n). Protoze k™ je néjaka linedrni kom-
binace klesajicich mocnin stupné nejvyse m, tak f je néjaka linedrni kombinace
klesajicich mocnin stupné nejvyse m + 1. Takze A™*! f je konstantni a A2 f je
nulova. Hodnoty prvnich m + 1 diferenci f v nule muzeme uré¢it z prvnich m + 1
hodnot funkce Af = x™. Stejnou argumentaci jako v tloze [4] dojdeme k zavéru

SLARF0) , AF(0) | A%f(0) A™LR(0)
=2 =5 mt=—p =y LR T

k=1

Hodnoty AFf(0) se neméni, takZe je staci spocitat pouze jednou. To zvlddneme
pomoci ©(m?) operaci. Protoze nftL = (n — k)n® a (k + 1)! = (k + 1)k!, tak
vyhodnoceni této funkce stoji pouze ©(m) operaci, takze jsme konecné dostali
algoritmus nezavisly na velikosti vstupniho parametru n. NizZe je prilozena imple-
mentace v Pythonu pomoci knihovny NumPy.

import numpy as np
class FastSummator ():
constants: [int]
def __init__(self, m: int):
diffs = np.zeros((m+1, m+1), dtype=int)
# diference 1. radu je proste x na m-tou
diffs[0] = [i#*m for i in range(m+1)]
for k in range(l, m+1):
# k-ty radek = diference (k-1)-ho radku
diffs[k] = np.roll(diffs[k-1], -1) - diffs[k-1]
# ulozime si hodnoty diferemnci v nule
self.constants = diffs[:, O]

def sum(self, n: int) -> int:
# kombinacni cisla: binom(n,1) = n
binoms = np.full(len(self.constants), n, dtype=int)
for k in range(l, len(self.constants)):
# binom(n,k+1) = binom(n,k) * (n-k)/(k+1)
binoms [k] = binoms[k-1] * (n-k) // (k+1)
return np.sum(self.constants * binoms)

3.2 Formulace a dikaz véty
Pojdme potadné zformulovat, co jsme se to vlastné dozvédéli.

Definice 9 (Gregory-Newtonova tada). Pro funkci f definujeme jeji Gregory-
Newtonovu Tadu jako funkci

Ny(z) = Z A ]Z;(O)xk = Z <z) AF£(0).

k=0 k=0

Je to diskrétni alternativa Taylorovy tady

Ty(x) = Z D kf!(o)xk.




Véta 6 (Gregory-Newtonova formule). Pro libovolnou funkci f a pro libovolné
n € N plati

() = Ny = 30 2T 0

k=0

Diikaz. Nechf n je néjaké pevné dané piirozené ¢fslo. Nejprve si uvédomme, ze
vSechny ¢leny N¢(n) jsou pro k > n nulové. To je diky tomu, ze pron, k € N,k > n
je n® = 0. Hodnoty £(0), f(1),... f(n) jednozna¢né uréuji polynom p stupné n,
takovy, ze Vk € N,0 < k < n:p(k) = f(k). Ukdzeme, ze p(n) = Ny(n). ZapiSme
p jako linedrni kombinaci klesajicich mocnin

p(x) =ap+ a1z + as®? + asr® + agxt + - + a2

Protoze Az™ = na”=L tak AFz™ = nEx"=E tudiz pro libovolné k € N méme

Afp(z) = 0 + apkfal + appy (b + DE2L 4 - - 4 anfan=r

= apk! + apr (b + DE2L + .+ a,nEa™=E,

Vsimnéme si, ze Afp(0) = aipk!, takze a, = AFp(0)/k! = AFf(0)/k!. Proto jsou
viechny ¢leny Ny¢(n) a p(n) stejné, takze Ny(n) = p(n) = f(n).
4

Dusledek. Soucet tady ;- f(k) je polynom <= In e N:A"f =0.

Diikaz. Nejprve dokdzeme implikaci ‘=". Oznacme g(z) = Y ,_, f(k). Necht n
je stupen g; g je tedy mozné vyjadrit jako néjakou linedrni kombinaci klesajicich
mocnin stupné nejvyse n, tudiz A"tlg = A" f = 0.

Nyni ‘«=’. V tomto piipadé ma Gregory-Newtonova fada funkce f pouze koneény
pocet nenulovych clenu, jeji soucet je tedy néjaky polynom. Protoze funkci f
vyhodnocujeme pouze v prirozenych cislech, tak je pro nas nerozlisitelnd od Ny.
Takze vlastné s¢itame polynomy a soucet polynomu je opét polynom. 0

Polynomy jsou tedy v jistém slova smyslu specidlni. Muzeme si vSimnou, ze
fada polynomu p mé vzdy koneéné mnoho nenulovych ¢lenu, takze to je také
néjaky polynom. Polynom stupné n je ur¢en hodnotami v n + 1 bodech, jenze
p a N, maji stejné hodnoty ve vSech ptirozenych ¢islech, takze p = NPH Z toho
vyplyva, ze p(z) = N,(z) pro kazdé z € C. Dalsi funkce, ktera se takto chova, je
exponenciala 2. Muzeme ji totiz zapsat jako

2 23 4

© _k
S N L E :
2_;k!_1+2+2l+3!+4l+ . VzeC:R(z)>0.
=0
Vlastné by nas to nemélo prekvapovat, protoze
. =2k 22 2B 2
€:;H:1+Z+§+§+E+H" Vz e C.
=0

Tuto vlastnost 2% je mozné dokazat vyjadrenim vyrazu (1+41)* pomoci zobecnéné
binomické véty.

1P = NP confirmed?!
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Uloha 5. Najdi pokracovani posloupnosti 1,2,4,8,16,31,57,99, 163, . ..

Resend. Samozfejmé muzeme za nésledujici prvek této posloupnosti prohldsit
uplné cokoliv, ale my bychom radi vymysleli néjaky rozumny explicitni vzorec.
Zkusme si napsat diference jejich ¢lent.

ftn) 1 2 4 8 16 31 57 99 163 256
Af(n) 1 2 4 8 15 26 42 64 93
A*f(n) 12 4 7 11 16 22 29
Afn) 1 2 3 4 5 6 T
A*fn) 1 1 1 1 1 1

Gregory-Newtonova formule nam tika, ze funkci f je mozné zapsat jako

=)+ () () )+ ()= () ()

pricemz f(0) = 1,f(1) = 2,f(2) = 4 az f(8) = 163 a f(9) = 256. Pokud
prijmeme, ze ¢leny této posloupnosti ma byt mozné vyjadiit pomoci néjakého
polynomu, potom je f jeji jedinou moznou interpretaci.

Pozndmka. Mimochodem, f(n) uddvd maximélni mozny pocet oblasti, na ktery
lze rozdélit kruh pomoci n tsecek.

11



4 Resené piiklady
4.1 Soucty jednoduchych rad

Uloha 6. Z ad=1+a" +a®>+ - +a" "

0<k<n

Reseni. Pokud a = 1, tak soucet této fady je n. Jinak mame

Z a —Za §x—aa_x1

0<k<n

a” 1 a” —1

a—1 a-—1 a—1"

Uloha 7. ) k™ =074+ 1"+4+2m 43" 4 .4 (n— 1)

0<k<n

Resend. Pokud m = —1, potom k™ = 1/(k + 1), takze souéet této tady je H,.

V opa¢ném pifpadé muzeme uplatnit vzoreéek Az™ = ma™=L takze
gl | ml
Z k™ = Z ™ or = = )
oS m+1j, m+1

Je dillezité si uvédomit, ze m je konstanta. Proto prestoze k! = k%, tak dosazenim
k za m neziskame soucet faktorialu.

Uloha 8. > k-kl=1-1142-204+ - +n-nl
k=1

Reseni. Funkce z - 2! v nasi tabulce neni, takze nejprve musime najit néjakou
funkci f, splaujici z - 2! = Af(x). Mame dvé moznosti. Bud takovou funkci
uhodnout, nebo né&jak chytte upravit - z!. Pojdme zkusit to druhé:

rool=@+1-1zl=(@@+ 1! -2l =(x+ 1) -2l = Azl

Nyni uz je feSeni této ulohy snadné.

n+1

ik-k! Zx x'5x—x'
k=1

n+1
=(n+1)! -1

4.2 Soucty rad pomoci per partes

Uloha 9. » k2¥=1-2"+2.2243.2°4 ... 4 (n—1)-2""".

0<k<n

Resend. Predstavme si, Ze jsme misto sumy dostali integral [ ze® dx. Ten bychom
s nejvetsi pravdépodobnosti fesili pomoci per partes jako

/xem dr = /xD(ew) dr = xe® — /D(x)e”” dx = ze® — /em dx.

Pojd'me zkusit udélat to samé pro nasi sumu.

Zm?x&s:ZxAQx dr = x2% — ZA E(2") 0z = 22" — 22”1590

= 22" — 2" = (2 - 2)2" + .

12



Je vidét, ze per partes je mozné aplikovat na stejné druhy problému. Soucet rady
ze zadani urc¢ime jednoduchym vyhodnocenim této sumy.

S k2P =) 226w = (z—2)2"| = (n—2)2" +2.
0 0

0<k<n

Uloha 10. Y Hy=H+ Hy+ -+ Hy,_y. (Hy = 0)

0<k<n

Resend. Opét vyuzijeme metodu per partes. Budeme postupoval velmi podobng,
jako kdybychom fesili integrdl [Inzdr =xlnz — 2 + c.

Z H,éx = Z 1-H,dx = Z A(x)H, éx = zH, — Z E(z)A(H,)0x
=xH, —Z(:c—i— DNa=tox = 2H, —Zlém =aH, —z+c.
Pojd'me si to jesté ovéfit z definice neuréité sumy:
A(rH,—1) = A(zH,)—1 = E(2)A(H,)+A(x)H,—1 = (z+1)o—2+H,—1 = H,.

Nyni tento vysledek vyuzijeme, abychom urcili soucet rady ze zadani.

n

Z Hk:inda::me—x =nH, —n.
0

0<k<n 0

Uloha 11. Zl{:QSk:12-31+22-32+32-33—|—42-34+~--+n2-3”.
k=1

Reseni. Kdyby to byl integral, tak by tohle byla typickd tloha na vicendsobné
pouZiti per partes. Pojdme tuto sumu nejprve vytesit pomalu.

Z:L‘ZBQC oxr = ZxQA (%) ox
_ g > 2z + 1)333+1 )
= 2x T 5 T

! 3" =) (2r+1)A S
s i 1 xr

"2
1 20x 1 x+1 3z+2
= 52%3 = (20 +1)3 +) 2 o
1 ) 1 3x+2
= 2?3 — S(20+ 1) 4
5% 4(x—|—) + 1
1
= 539”(952 —3z+3)+c

To nevypada moc hezky, zkusime si to ovérit. Diference tohoto sou¢inu je

x

1 1 3
§39@+1(2x+ 1-3)+ 52-390(952 —3x+43) = ?(6x—6+2x2 — 6z +6) = 3"2%,

coz odpovida.

13



Tato metoda funguje, ale je zbytetné pomald. Kdybychom fesili integrél [ 223" dz,
tak bychom nejspis radéji pouzili rychlou verzi metody per partes:

D J
v N 3 3 3
1?3 dr = |- 2x 3% /In(3) | = 2? —2r——~+2—%—— [ Odx.
/ L E 3 /1n2(3) In(3) In“(3)  In°(3) /
- 0 = 3*/In*(3)

Posledni integrdl [0dz = c¢. Zkusme udélat to samé pro nasi sumu. Postup bude
analogicky, pouze si budeme muset dat pozor na posuny.

A 2
+  2? 3%
29x \ 1 2qx 1 x+1 1 T+2
D a3 = |- 2w+1 N 3°/2| = 5’3" — L (2w +1)37 4 37 4 c.
+2 et 3e/4
- 0  m= 378
Dobra, nyni muzeme secist fadu ze zadani.
n+1 n+1

- 1
K23k = 237 5 = ~3%(2®> — 3z + 3

1

1 1
= 3" +2n+1-3n-3+3)—=3

2 2
1 3
o LA (GE R

Uloha 12. Z kH, = H, + 2Hy + 3H3 + - - - + nH,,.
k=0

Resend. Nejprve uréime odpovidajici neurc¢itou sumu pomoci per partes.
A >
Z rH,dx = |+ «x N H,
- 1 85> 2H,—=x

=2’H, — 1”° — E (x+1)Hyyq — (x+ 1)z
2
xf
:xQHx—:EQ—i—?qu— g (x +1)Hyy 0.

Chteli bychom dosahnou zacykleni, ale kvuli posunuti to neni mozné. Uc¢inime
jednoduché pozorovani, které nam umozni podobné situace efektivné tesit.

Pozorovani. Plati Y f(x + 1) 0z = > f(z) oz + f(x).

Diikaz. Pravdivost této identity vyplyva z definice neurcité sumy:

A f(z) oz + f(x)) = flz) + Af(z) = flx+1).

14



Takze

2
ZmHméa::xQHx—xQ—i-%—i—x—ZxHxéx—ngﬁ.

7 toho vyplyva, ze

1/, ) 2
ZxH5x—§ *»*H, —xH, —x +:17—|—?
1 —1
i(x—x —a:(:v—l)—i—%)
1 Cz(z—1) r2
- - 1H =—(2H, -1
2( o 2 ) 7l )
A soucet zadané tady tedy je
n n+1 2 n+1
r? n(n+1)
kH, = tH,0x = —(2H, — 1 = 2H, 1
> kit~ e 1| =T e )

Tento vysledek je pomérné elegantni, protoze rika, ze
1H +2H, +3Hs+ - +nH, = (1+2+3+ - +n)(Hyy1 — 3).

Uloha 13. Y Hp=Hi+Hj+Hj+ -+ H.

0<k<n

Reseni. Po aplikaci per partes pouzijeme pozorovani z minulé tlohy.

A 2
RN

- E— xl?; — X

1)(H,.\ —1
:xHi—xHI—Z($+ J(Hriy )(5m
x+1

:xﬂﬁ—tzqu—ZHHléx
=aH? —oH, +v— (vH, —z + H,)
=zH, — 2z + 1)H, + 2z + c.

Proto

Z Hk—ZH bx =nH? — (2n + 1)H, + 2n.

0<k<n

4.3 Soucty rad kombinac¢nich ¢isel

Kombinaé¢ni ¢islo (Z), ¢teme ,n nad k,“ je pocet k-prvkovych podmnozin
n-prvkové mnoziny. Rozmysleme si, kolik to vlastné je. Jednim z moznych reSeni
je predstavit si, ze tuto k-prvkovou podmnozinu budujeme. Prvni prvek muzeme
vybrat n zpusoby, druhy uz pouze n — 1 zpusoby atd. Posledni, k-ty prvek lze
vybrat n—k+1 zpusoby. Praveé jsme vytvorili n(n—1) - - - (n—k+1) posloupnosti
k prvki, za kazdou podmnozinu celkem k! permutaci. Odpovéd na nasi otdzku

tedy je n%/k!. My tento koncept jesté trochu zobecnime.

15



Definice 10 (kombinacni ¢islo). Pro r € R, k € Z definujeme kombinacni ¢islo,
nebo také binomicky koeficient jako

<r) _JrE/RL pro k>0,
k) o, pro k < 0.

Vsimnéme si, ze specidlné pro n,k € N a 0 < k < n plati

(1) = oo

Dale, pokud n,k € N, ale k& > n, potom nf = 0, takze (k) = 0. Intuitivné si
muzeme predstavovat, ze n-t4 fada Pascalova trojuhelniku konci (Z) a potom
nasleduji samé nuly. Podobné, doleva od (8) jsou také nuly.

Kombinaé¢ni ¢isla si zaslouzi vlastni kategorii, protoze maji spoustu hezkych
kombinatorickych vlastnosti.

Tvrzeni 7 (pravidlo soumérnosti). Pro vsechna n € N,k € Z plat{

(1) =" »

Dukaz. Pravidlo soumérnosti plati, protoze pro k < 0 jsou obé strany nulové a
pro k > 0 lze mezi mnozinou vsech k-prvkovych podmnozin a mnozinou vsech
(n—k)-prvkovych podmnozin sestrojit bijekci, kterd kazdé k-prvkové podmnoziné
pritadi jeji (n — k)-prvkovy doplnék.

d

Dalsi pravidlo ndm umoznuje manipulovat s indexy kombinacnich ¢isel.

Tvrzeni 8 (pravidlo extrakce). Pro vSechna r € R k € Z plati
r r—1
k = 2
()= (0) @
T r—1
e-n() = (") )
r r
()= wen(, ) ’

Diikaz. Prvni identita plyne z definice[10] protoze r& = r(r—1)t=L a k! = k(k—1)!
pro k > 0; obé strany jsou nulové pro £ < 0. Druh& identita plati, protoze
r(r — )% = r&(r — k) pro k > 0; obé strany jsou opét nulové pro k < 0. Tiet{
identitu ziskame aplikaci na pravou stranu . Pro r,k € N maji vSechny
tyto identity hezky kombinatoricky vyznam. .

Tvrzeni 9 (Pascalovo pravidlo). Pro vsechna r € R, k € Z plati

)=+ G20) 6
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Diikaz. Pascalovo pravidlo muzeme dokazat se¢tenim prvnich dvou extrakénich

identit a ([3):

AR R Gy R

vydéleni obou stran rovnice r # 0 nam da . Zkontrolovat pripad » = 0 je
snadné.
d

Jesté bychom meéli zjistit diferenci a sumu kombinacnich ¢isel. Diference je

A(ﬁ) - (x;_l)_(i) - (i)*(;ﬂ:)—@ - (kfl)’

pricemz jsme v druhé rovnosti aplikovali Pascalovo pravidlo. Suma tudiz je

Z(z)ax:(kjl)m
Uloha 14. ZO(ZL) = (Z)-i— (k;—1>++(z)

Resent. Toto je zndma ,hokejkova® fada, protoze v Pascalové trojihelniku tvoii
jeji ¢leny spolu s vysledkem tvar hokejky. S nasim aparatem ji spoc¢itame snadno:

(D=3 (== -5

m=0

Uloha 15. mizom(zb) = k(Z) +(k+ 1)(’6:1) ++n<Z>

VVVVVV

() () o) ()
)- () - (0a)

Uloha 16. Zk(zjlj)/(jj).

k=0

17



Resend. Tato fada mozné vypadé na prvnf pohled désivé, ale principidlné bychom
ji méli byt schopni vyfesit. Oznaé¢me S soucet tfady ze zadni a

_ m—k—1
T = k .
kz:% (m—n—1>

Ve vyrazu (:’:) se index k neobjevuje, takze S = T'/ (TT'Z) Proto staci urcit T'. Pro
pouziti per partes, budeme muset zjistit sumu ) (m_:_l) 0x. To nastésti neni
problém, protoze A(m;x) = —(m_x_l), takze > (m_sx_l) ox = —(m_x). Nyni

s—1 s+1
+1 A Zl
_n m—z—1 I (:Z:i:l)
T_Zx(m—n—l)éx_ 1 \‘ _(m—x)
0
0

E m—n
2 m—z+1
+ E— (m—n—i—l)
n+1

S (Y B R |
:—(n+1)0—0+0<m7fn) + (m_TZH)
:( m ):m—(m—n+1)+1(mnjn> podle (4)

m—-—n-+1 m-—n-+1

B n m
T m-—n+1\m—-n)’

Hledana suma tudiz je

g n m m\ n
T m—n+1\m—-n n) m-n+1

4.4 Soucty nekonecénych rad

Abychom mohli aplikovat masinérii diskrétni analyzy na nekonec¢né rady, tak
nejprve musime definovat nevlastni sumu.

Definice 11 (nevlastni suma). Definujme

> fl@)dz = lim Y f(x)da.

Lemma 10. Plat?
> fk) =) flx)ox.
k=a a

Diikaz. Dukaz je primocary z definice souc¢tu nekone¢né rady.

S A = lim 37 5) = im 3 f@)or =Y (@) o
k=a k=a a a

18



, ! 11
Uloha 17. _ .
oha E:Mhﬂj 12 23 34 15"

> > =D k2= a7

— k(k+1) — (k+1)(k+2) — -

—1|%© 1 0 1
=] = —1- lim ~1.
—1 0 x—l—loo n—oo M + 1
> 1 1 1

Ul h 18- T — T pp— pp— i >2

oha kz:;k:m 1m+2m+3m+ ’ m .z

o] 1 o] 1 o] [e'e) l’ierl fe'e) x,(mfl) 0
S =S = Sk S S
il k:O(k+1) k=0 0 —mlly m=1,
B 1 ° 1 B 1
B (m—1)(x+1)m1| (m—1)1m1 (m—1)(m -1

. = 1 1 1
Ulohalg.gmzm-{-m_{_ﬁ_{_...

k k k
Resend. Soucet této nekoneéné fady odpovidd souctu prevracenych hodnot k-tych
prvku vSech fad Pascalova trojihelniku, viz obrdzek [1}

300
Al
A\ S S )
ek

Obrazek 1: Vyznaceni souctu prevracenych hodnot k-tych prvku fad; zdroj: [1].

Pro k = 0 tato tada zjevné diverguje. Pripad k£ = 1 je zajimavéjsi, dostavame
totiz harmonickou radu, ale ta opét diverguje. Zaméime se na k > 2. VSimnéme
si, ze k je konstanta, takze muzeme vytknout k! pred sumu. Navic,

1 k! k!

@ ki
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a tudiz
= 1 - 1 = 1
oy =k) = =k) —=
ovSem tuto sumu jsme jiz vyfesili v tloze [18], takze

1 k

:k%k—n%—lﬂ:k—l‘

4.5 Alternujici harmonicka rada

V tloze [10] jsme dosli k vysledku >~ H,dx = zH, — x + c¢. V této sekci se

zameérime na alternujici harmonickou fadu, ktera je dana predpisem

2n
A, = S =
~ k 27" g 2n—1 2n
. = (—1)kH 1 1 1 1 1
Uloha 20. S Tt
ona ;; K 2737175 76"

Reseni. Oznacme soucet této rady S. Potom S = lim,,_,,, A,. Tato fada zjevné
néjak souvisi s harmonickou fadu, zkusme ji tedy vyjadiit pomoci harmonickych
¢isel. Vsimnéme si, ze zaporné ¢leny maji ve jmenovateli vzdy néco sudého, takze
je muzeme prepsat jako 1/2n = 1/n — 1/2n.

4 1 1
R R L T
_ _<1_1) 1_(1_1)+,..+ 1 _<1_L>
2 3 2 4 2n—1 n 2n
RN SN S S L1
2 3 2 4 2n—1 n 2n
B 11 1 1 1 1
DR R S B B R

Protoze H,, ~ In(n), tak

S = lim A, = lim (Hgn — Hn) = lim (ln(2n) —ln(n)) = lim In(2) = In(2).

n—oo n—oo n—oo n—o0

Jelikoz umime A,, vyjadrit pomoci harmonickych ¢isel, tak bychom méli byt
schopni nalézt AA,. Zndme AH, = =L, ale jesté musime najit AHo,.

AHQm = H23:+2 - H23: =

1 1 1
= (22)=2 4+ —z=L.
e s Rl G ik

Z toho také vyplyvé, ze Y (2z)=Léx = Hoy — 3 H,.

Uloha 21. Y A, =Ag+ A+ Ay + -+ A,y

0<k<n
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Reseni. Oznacme hledany soucet S. Potom

S= Y (Hy—Hy)= Y Hy— » Hy=n-nH,+ Y Hy.

0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n

Cili musime uréit > Hy, 0.

A >
ZHQJ; or = + ng 1

L 42— g3 g
2o+l T2

1 =L
=zH —lz 2 + 272 ) (z +1) 6z
R 27 + 1

1 =2z +2
2y, — - 16
R 222x+1+ v

1 -1
=ty — 5 > (2r)=L+26x

1 1
=xHyy, — = Hyy — =H, +2
TIdg 2( 2 5 + :E)

2z — 1 1
= x2 H21+1Hm—x+c.

Soucet Tady ze zadani tedy je

2z — 1 1 "
S=n-—nH, + a Hy, +-H, —x
2 4 0
2n — 1 1
2n —1 dn — 1
= H,, — H,,.
2 7 4

4.6 ResSeni rekurenci

Diskrétni analyza ndm umoznuje fesit i nékteré rekurentné zadané posloup-
nosti. V tomto ohledu jsou sice mnohem mocnéjsi generujici funkce, ovsem teseni
rekurenci pomoci generujicich funkci vzdy obsahuje néjaky rozklad na parcidlni
zlomky, coz je nepiijemné.

Uloha 22. Najdi vzorec rekurence ag =1 a a,, = 3a,_1 + 2" pro n > 0.
Resend. Zkusme si napsat prvnich par élent této posloupnosti:

ag =1,

a1 =3+ 2,

ag = 3% + 312! 4 22,

as = 3% + 322! 4 3122 4 23,

ay = 3* +3%21 43222 4 3123 + 2%
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Ziejmé a, = Y ,_,3" "2 Povedlo se ndm najit vzorec ve tvaru rady, kterou
umime secist pomoci per partes.

A >
S = Z -9 50— |4 gn—z 97| — gn—w9T 4 9 Z 3n—x—12$+1 St
— —g.grel gy o

n—roxr 4 n—roxr n—roxr 4
= 3179 +§ZS 2 g = 31 +§S.
Takze
S = Z 3T G — 3. 3nEQT — _gndloagr o o

Tudiz n-ty clen zadané posloupnosti je

n n+1 n+1
a, = Z 3nfk2k _ Z =TT 50 _3n+17x2x _ 3n+1 _ontl
k=0 0 0

Ovsem muze se stat, ze se nam zapsat n-ty jako soucet néjaké rozumné fady
nepodarii. Tohle nestane naptiklad u slavné Fibonacciho posloupnosti.

4.7 Diferencni rovnice a Fibonacciho posloupnost

Uloha 23. Najdi vzorec pro n-té Fibonacciho ¢islo. Fibonacciho posloupnost je
rekurence Fy =0,F, =1a F, = F,_1+ F,_s pron > 1.

Reseni. Oznacme f(n) = F,. Posloupnosti miizeme analyzovat také pomoci
vyssich radu jejich diferenci. V pripadé Fibonacciho posloupnosti mame
fm) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 3
Af(n) 1 0 1 1 2 3 5 8 13
A*fn) -1 1 0 1 1 2 3 5.

Je vidét, ze posloupnost se v diferencich opakuje, pouze je posunuta. Tohle by
nam meélo napovédét, ze Fibonacciho posloupnost ma exponencialni charakter,
jelikoz A2 = 2% a A"a® = (a — 1)"a”. Také si vSimnéme, ze

f(n) = Af(n) + A%f(n). (6)

Tuto diferen¢ni rovnici mizeme vytesit témeér stejné jako odpovidajici homogenni
linearni diferencialni rovnici druhého fadu. Nejprve uhodnéme, ze ¢" by mohlo
byt Fesenim. Potom Ac™ = (¢—1)c" a A%¢" = (¢—1)%*¢". Dosazenim do ([f)) mame

=(c—1Dc"+(c—1)>*" = 0=(c—1)*+(c—1)— 1

2

Po pér jednoduchych tupravach ziskdme kvadratickou rovnici ¢ —c—1 = 0, jejimz
1+v/5

fesenim je zndmy zlaty fez ¢ = =5 a jeho redukovand verze ¢ = %5 Funkce f
musi byt néjakou linedrni kombinaci téchto dvou exponencial. Tedy

fn)=a-"+b-¢", a,b e R.
Navic vime, ze f(0) =a+b=0a f(1) =ap+ bp =1, takze a =

Timto jsme ziskali slavny Binetuv vzorec

F, = %(Qpn _¢n)

ab=—

Sl
s
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U Fibonacciho posloupnosti jesté chvilku zustaneme.

Uloha 24. ZFk =F+F+ -+ F,.
k=1

Resend. Jiz v minulé tloze jsme si véimli, ze AF, = F,.4 — F, = F,_;. Takze
> F, = F,y1. Méme tedy

n+1

iFk = ZFI(SJU: Fea
k=1 1

n+1
= I'n+2 — L.
1

Uloha 25. Y F} =F} + Fj +---+ F_.
k=1

Reseni. Zkusme se podivat na diferenci toho, co séitame, tieba to pomiuze.
AF? = A(F,F,) = EF,AF, + F,AF, = F, 1 F,_ + F,F,_ = F,_1F, 9.

Hmm, tak to moc nepomohlo. Dobré, zkusime per partes.

A >
Y Flér=|+ F Fy | = FoFos1 — Y FaiFoppon
N\
— Foy B> o
:FszJrl_Fl? :Fx<Faz+1_Fx) =F,F,_1+c

Tak nakonec nebyl ten vypocet AF? tplné zbytecny, tady jsme jej zuzitkovali.
Soucet tady ze zadani dlohy tudiz je

n+1

iF,f = Flér=F,F,,
k=1 1

n+1
- FnFn+1 .
1
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5 Reference

O této této fascinujici metodé analyzy fad jsem se poprvé docetl v [3], kde jsou
metody hledani souctu fad probrany opravdu do hloubky. Jako neformélni ivod
do diskrétni analyzy také muze slouzit velmi hezké video [4] od Mathologera.
Déle mohu doporucit [2], kde je mimo jiné dukaz obecného vzorce pro vyjadient
polynomu pomoci klesajicich mocnin a Strilingovych cisel.

Velka c¢ast 1loh a prikladu, které jsou zde vytesené, pochazi z téchto zdroju.

Zdroje

[1] Alexander Bogomolny. Patterns in Pascal’s Triangle. Zat. 2016. URL: https:
//bit.1ly/3NQus5A (cit. 09.11.2022).

[2] David Gleich. Finite Calculus: A Tutorial for Solving Nasty Sums. Led. 2005.
URL: https ://www . cs . purdue . edu/homes /dgleich/publications/
Gleich’202005%20-%20finite%20calculus.pdf (cit. 07.01.2024).

[3] Robert M. Graham, Donald E. Knuth a Oren Patashnik. Concrete mathema-
tics: A Foundation for Computer Science. Addison-Wesley, 1994, s. 47-56.
ISBN: 0-201-55802-5.

[4] Mathologer. Why don’t they teach Newton’s calculus of "What comes next?’
Rij. 2021. URL: https://www.youtube.com/watch?v=4AuV93LOPcE&t=170s
(cit. 07.01.2024).

24


https://bit.ly/3NQws5A
https://bit.ly/3NQws5A
https://www.cs.purdue.edu/homes/dgleich/publications/Gleich%202005%20-%20finite%20calculus.pdf
https://www.cs.purdue.edu/homes/dgleich/publications/Gleich%202005%20-%20finite%20calculus.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=4AuV93LOPcE&t=170s

	Co je to diskrétní analýza
	Paralely mezi diskrétní a spojitou analýzou
	Klesající mocnina
	Operátor diference
	Neurčitá a určitá suma
	Základní věta diskrétní analýzy
	Plocha pod křivkou
	Metoda per partes
	Tabulka základních vzorečků

	Gregory-Newtonova formule
	Rychlý algoritmus na výpočet součtu mocnin
	Formulace a důkaz věty

	Řešené příklady
	Součty jednoduchých řad
	Součty řad pomocí per partes
	Součty řad kombinačních čísel
	Součty nekonečných řad
	Alternující harmonická řada
	Řešení rekurencí
	Diferenční rovnice a Fibonacciho posloupnost

	Reference

